
  


  
    
  


  
    La concepción global de la armonía matemática del universo. «Simetría». Con la noción de simetría como armonía de proporciones el hombre ha intentado comprender y crear orden belleza y perfección. el libro presenta un resumen fascinante de las aplicaciones del principio de simetría en física química biología su papel en el arte y sus manifestaciones en la naturaleza orgánica e inorgánica.
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  Prólogo


  Hermann Weyl (1885-1955) nació en Elmshorn, Alemania. Estudió, y se graduó en 1908, en la Universidad de Göttingen, donde la influencia de David Hilbert le orientó hacia los estudios de geometría. Sus investigaciones de Geometría Algebraica, en la línea de los trabajos del italiano Levi-Civita, se plasmaron pronto en el importante artículo «Concepto de superficie de Riemann» (1913), que contiene la primera definición de variedad diferencial. La idea directriz de esta aportación innovadora consiste en liberar ciertos conceptos de Geometría Diferencial de la noción de distancia y fundamentarlos en las propiedades de las coordenadas locales. Así, la Geometría Diferencial pasaba de su etapa clásica al estudio de las variedades diferenciales.


  En 1913, Weyl fue nombrado profesor de matemáticas del Instituto Politécnico de Zúrich, y el hecho de que A. Einstein fuese también profesor de dicho centro fue mucho más que una mera coincidencia. Weyl, por sus estudios de Geometría, se hallaba especialmente preparado para tratar problemas de Teoría de la Relatividad, y, en sus conferencias «Espacio, tiempo, materia» (1918), expuso la primera teoría de campos unificados, en la cual el campo electromagnético de Maxwell y el campo gravitatorio aparecen como propiedades geométricas del continuo cuatro-dimensional espacio-tiempo.


  Desde 1923 a 1938 desarrolló la teoría general de los grupos continuos, mediante sus representaciones por grupos de matrices. Descubrió que la mayor parte de las propiedades de los fenómenos cuánticos de la física atómica pueden ser sistematizados y mejor comprendidos utilizando la teoría de los grupos y expuso este enfoque en «Teoría de los grupos y Mecánica Cuántica» (1928).


  En 1930 fue nombrado profesor de matemáticas de la Universidad de Göttingen, pero en 1933 abandonó Alemania; aunque el terror nazi no se cebaba directamente en su persona, muchos colegas suyos estaban en peligro. Recordemos que, también en 1933, A. Einstein abandonó Alemania, renunció a su nacionalidad y fue cofundador del Departamento de Matemáticas del Institute for Advanced Study, de la Universidad de Princeton, New Jersey. En este instituto hallamos a Einstein y Weyl hasta el año de su muerte, acaecida para ambos en 1955. Weyl fue jubilado y nombrado profesor emérito en 1955; distribuyó sus últimos años entre Princeton y Zúrich y murió en esta última ciudad en diciembre.


  Hermann Weyl estaba dotado de un fino espíritu creador y poseía una amplia visión filosófica. Sus obras, no sólo constituyen aportaciones fundamentales a la Teoría de la Relatividad y a la Mecánica Cuántica, sino que han abierto grandes posibilidades a la matemática pura. El estudio de las variedades diferenciales y de los grupos continuos ocupa y ocupará durante años la atención de grandes matemáticos. Muchos investigadores se proclaman continuadores del trabajo de Weyl y las más prestigiosas historias de la matemática citan su nombre y sus ideas.


  En el libro La simetría, que es la publicación de unas conferencias dadas por Hermann Weyl en Princeton (1950), el autor expone de manera elemental y profunda sus ideas sobre la simetría y en este tema involucra gran parte de su concepción de la teoría de los grupos y del valor filosófico que vincula a la misma. El texto se desarrolla en un lenguaje brillante y las demostraciones matemáticas, reducidas al nivel mínimo necesario, no rompen el texto, sino que se incorporan al flujo general del discurso sin frenar el movimiento, ágil y rápido, de su expresión.


  En el prefacio, Weyl expone el objetivo de sus conferencias: «Pretendo dos cosas; por un lado presentar la gran variedad de aplicaciones del principio de simetría en las artes y en la naturaleza orgánica e inorgánica, y, por otro lado, clarificar el significado filosófico-matemático de la idea de simetría». Pero estos temas no son tratados aisladamente sino que su estudio se articula en un discurso unitario, que el autor desarrolla con gran erudición cultural y notables conocimientos filosóficos, después de preparar cuidadosamente la exposición con un largo y preciso apartado sobre la simetría bilateral, es decir, la de un objeto y su imagen en un espejo.


  Quizá sorprenda al lector la explícita posición platónica de Weyl en su concepción de la matemática, de la belleza y de la naturaleza en general. La posición del autor es efectivamente ésta, pero conviene indicar y precisar el alcance de la misma: Weyl insiste, por ejemplo, en la verificación empírica, necesaria para su validación, de la teoría de la simetría de los cristales, llevada a cabo por medio de «fotografías» con rayos X; y, más allá de esta clara posición epistemológica, observa agudamente el papel que la experimentación, en el sentido de tanteo, desempeña incluso en el desarrollo de la matemática pura: los decoradores, nos dice Weyl, llevaron a cabo el estudio experimental más importante de un problema de matemática superior; los artesanos árabes probaron prácticamente la imposibilidad de ornamentaciones planas con redes asociadas a grupos de orden cinco; y los estudios de Leonardo da Vinci sobre la simetría establecen, en el lenguaje actual, todos los grupos finitos de rotaciones (propias e impropias) en dos dimensiones.


  Pero si el lector prefiriese las posiciones estéticas derivadas de las interpretaciones semánticas, o en general del estructuralismo, debería observar y traducir a su lenguaje el fino tratamiento de Weyl del tema de la simetría bilateral y la imposibilidad de distinguir la izquierda de la derecha recurriendo sólo a criterios de geometría pura o de física, en contraposición al gran papel que estas nociones desempeñan en el pensamiento mágico y simbólico del hombre. Por otra parte, una idea subyacente en todo el discurso es la noción de estructura; el texto desarrolla explícitamente el estudio de la estructura del espacio geométrico y no en vano el último apartado del libro nos recomienda insistentemente: «siempre que tengamos que manejar una entidad dotada de estructura Σ, debemos tratar de determinar su grupo de automorfismos».


  Dadas estas informaciones y aclaraciones que tal vez puedan ser útiles al lector, resumiré mi juicio diciendo que el libro es una respuesta brillante a su propio planteamiento ambicioso y que esta obra puede ser de gran interés a muchos profesionales de campos diversos: arquitectos, biólogos, críticos de arte, físicos, filósofos, matemáticos, químicos…, quienes pueden pasearse por el mundo real o por el mundo de las ideas sin preocuparse de mantener la «estructura» del orden alfabético que he utilizado en esta lisia incompleta.


   


  EDUARD BONET


  Prefacio
 y notas bibliográficas


  Partiendo de la noción algo vaga de simetría = armonía de proporciones, estas cuatro conferencias desarrollan primero gradualmente el concepto geométrico de simetría en sus varias formas, bilateral, traslacional, rotacional, ornamental, cristalográfica, etc., y finalmente van a parar a la idea general subyacente en todas estas formas especiales, es decir, la de invariancia de una configuración de elementos bajo un grupo de transformaciones automorfas. Pretendemos dos cosas : por un lado presentar la gran variedad de aplicaciones del principio de simetría en las artes y en la naturaleza orgánica e inorgánica, y por otro lado clarificar paso a paso el significado filosófico-matemático de la idea de simetría. El último propósito hace necesaria la confrontación de las nociones y teorías de simetría y relatividad, mientras que numerosas ilustraciones que apoyan el texto ayudan a llevar a cabo el primero.


  Como posibles lectores de este libro había pensado en un círculo más amplio que el formado por los especialistas eruditos. La obra no rehúye las matemáticas (lo cual frustraría su propósito), pero el tratamiento detallado de la mayoría de los problemas que maneja, en particular el tratamiento matemático completo, está fuera de su alcance. A las conferencias, que reproducen en versión ligeramente modificada las Louis Clark Vanexum Lectures dadas por el autor en Princeton University en febrero de 1951, se han añadido dos apéndices que contienen demostraciones matemáticas.


  Otros libros de este campo, como por ejemplo el clásico de F. M. Jaeger Lectures on the principie of symmetry and its applications in natural science (Amsterdam, Londres, 1917), o el folleto mucho menor y más reciente de Jacques Nicolle La symètrie et ses applications (París, Albin Michel, 1950), cubren sólo parte del tema, aunque con un estilo mucho más detallado. La simetría no es más que un tema secundario en la magnífica obra de D’Arcy Thompson On growth and form (nueva edición, Cambridge, Ing. y New York, 1948). El libro Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung (3. Auflage, Berlin, 1937) de Speiser y otras publicaciones del mismo autor son importantes por la sinopsis de los aspectos matemáticos y estéticos de esta materia. Dynamic symmetry (Yale University Press, 1920) de Cambidge tiene en común con este libro poco más que el título. Su pariente más próximo es quizás el número sobre simetría de la revista alemana Studium Generale (vol. 2, pp. 203-278: citado como Studium Generale).


  Al final se inserta una lista completa de las fuentes de las ilustraciones.


  Quiero expresar mi cordial gratitud a Princeton University Press y a sus editores por el gran cuidado que han puesto en este pequeño libro, tanto en su contenido como en su aspecto externo; a las autoridades de Princeton University quiero dar las gracias no menos sinceras por la oportunidad que me dieron de entonar este canto del cisne en vísperas de mi retiro del Institute for Advanced Study.
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  Simetría bilateral


  Si no estoy equivocado, la palabra simetría se usa en el lenguaje cotidiano con dos significados. En un sentido, simétrico significa algo parecido a bien proporcionado, bien equilibrado, y simetría denota esta especie de concordancia de varias partes, por la cual éstas se integran en un todo. La Belleza está estrechamente relacionada con la simetría. Así, Policleto, que escribió un libro sobre la proporción y a quien los antiguos elogiaban por la armoniosa perfección de sus esculturas, usaba ya el término, y Durero le siguió al escribir un canon de proporciones de la figura humana[1] En este sentido la idea no está restringida en absoluto a los objetos espaciales; su sinónimo armonía señala más hacia sus aplicaciones acústicas y musicales que hacia las geométricas. Ebenmass es un buen equivalente alemán del griego simetría, ya que, al igual que éste, lleva implícita la connotación de «medida intermedia», la media hacia la cual los virtuosos deben esforzarse en sus acciones, según la Ética a Nicómaco de Aristóteles y que Galeno en De temperamentis describe como aquel estado del pensamiento que está igualmente apartado de los dos extremos: σύμμετρον ὅπερ ἑκατέρου τῶν ἄκρων ἀπέχει.


  La imagen del equilibrio nos da un camino natural hacia el segundo sentido con que la palabra simetría se usa en la actualidad: simetría bilateral, simetría de la derecha y la izquierda, tan patente en la estructura de los animales superiores y del cuerpo humano en especial. Ahora bien, en contraste con la noción vaga de simetría discutida antes, esta simetría bilateral es un concepto estrictamente geométrico y absolutamente preciso. Un cuerpo, una configuración espacial es simétrico con respecto a un plano dado E si se transforma en sí mismo, por reflexión en E. Tomemos una línea cualquiera l perpendicular a E y un punto cualquiera p sobre l; existe uno y solo un punto p’ sobre l que está a la misma distancia de E pero en el otro lado. El punto p’ coincide con p solamente si p está sobre E. La reflexión en E es aquella aplicación S del espacio en sí mismo S: p → p’ que lleva el punto arbitrario p en su imagen especular p’ con respecto a E. Una aplicación está definida cuando se establece una regla por la cual a cada punto p se asocia una imagen p’. Otro ejemplo: una rotación, por ejemplo, de 30 ° alrededor de un eje perpendicular lleva todo punto p del espacio en un punto p’ y define así una aplicación. Una figura tiene simetría rotacional alrededor de un eje l si se transforma en sí misma por todas las rotaciones alrededor de l. La simetría bilateral aparece así como el primer caso de un concepto geométrico de simetría que se refiere a operaciones tales como reflexiones y rotaciones. A causa de su simetría rotacional completa, el círculo en el plano y la esfera en el espacio fueron considerados por los pitagóricos como las figuras geométricas más perfectas, y Aristóteles atribuyó forma esférica a los cuerpos del espacio, ya que cualquier otra desvirtuaría su perfección celeste. En esta tradición, un poeta moderno se dirige al Ser Supremo como «Thou great symmetry»:


  
    God, Thou great symmetry,


    Who put a biting lust in me


    From whence my sorrows spring,


    For all the frittered days


    That I have spent in shapeless ways


    Give me one perfect thing[2][*].

  


  La simetría, independientemente de la amplitud con que se defina su significado, es una idea por medio de la cual el hombre, a través de los tiempos, ha intentado comprender y crear orden, belleza y perfección.
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  El curso que tomarán estas conferencias es el siguiente. Primero discutiremos la simetría bilateral con algún detalle y su papel en el arte así como en la naturaleza orgánica e inorgánica. Luego generalizaremos gradualmente este concepto, en la dirección indicada por el ejemplo de la simetría rotacional, permaneciendo primero en los dominios de la geometría, saliendo luego más allá de estos límites por el proceso de abstracción matemática, siguiendo un camino que nos conducirá finalmente a una idea matemática de gran generalidad, la idea platónica que podría estar detrás de todas las apariencias especiales de la simetría y de sus aplicaciones. Hasta cierto punto este esquema es común a todos los conocimientos teóricos: Empezamos con algún principio general pero vago (la simetría en el primer sentido), luego encontramos un caso importante en el que podemos dar al concepto un significado preciso y concreto (la simetría bilateral) y de este caso nos elevamos de nuevo a la generalidad, guiados más por la abstracción y la construcción matemática que por los espejismos de la filosofía: y si tenemos suerte acabaremos con una idea no menos universal que aquella de la que habíamos partido. Puede perderse mucho del interés emocional, pero posee la misma o aun mayor potencia unificadora en el dominio del pensamiento y es exacta en lugar de vaga.


  Abro la discusión sobre simetría bilateral con esta noble escultura griega del siglo IV a. de C., la estatua de un adolescente orante (figura 2), para que experimentemos, como en un símbolo, el gran significado de este tipo de simetría. Podemos preguntarnos si el valor estético de la simetría depende de su valor vital. ¿Descubrió el artista la simetría con la que la naturaleza ha dotado a sus criaturas según algunas leyes innatas, y copió y perfeccionó lo que la naturaleza sólo presentaba en realizaciones imperfectas? ¿O tiene quizás el valor estético de la simetría un origen independiente? Estoy inclinado a pensar con Platón que la idea matemática es el origen común de ambas: las leyes matemáticas que gobiernan la naturaleza son el origen de la simetría de la naturaleza; la realización intuitiva de la idea en la mente creadora del artista es su origen en el arte; aunque estoy dispuesto a admitir que el hecho de la simetría bilateral del cuerpo humano en su aspecto externo ha actuado como un estímulo adicional en las artes.


  FIG. 2.[image: Figura 2]


  De todos los pueblos antiguos, los sumerios parecen haber sido particularmente aficionados a la simetría bilateral o heráldica. Un dibujo típico del famoso jarrón de plata del rey Entemena, que reinó en la ciudad de Lagash alrededor de 2700 a. de C., muestra un águila con cabeza de león con las alas extendidas en face, con cada una de sus garras cogiendo un ciervo que se ve de lado; éste a su vez es atacado de frente por un león (los ciervos del dibujo superior son machos cabríos en el inferior) (Fig. 3).


[image: Figura 3]FIG. 3.


  La extensión de la simetría exacta del águila a los demás animales exige su duplicación. No mucho más tarde se ponen al águila dos cabezas mirando una en cada dirección y así el principio formal de simetría aplasta el principio imitativo de respeto a la naturaleza. Este dibujo heráldico puede seguirse a lo largo de Persia, Siria y luego de Bizancio, y cualquiera que haya vivido antes de la primera guerra mundial recordará el águila bicéfala en los escudos de armas de la Rusia zarista y de la monarquía austro-húngara.


  [image: Figura 4]FIG. 4.


  

  Obsérvese ahora el grabado sumerio (Fig. 4). Los dos hombres con cabeza de águila son casi simétricos pero no del todo. En el plano, la reflexión geométrica en una línea vertical l puede obtenerse girando 180 ° alrededor del eje l el plano en el espacio. Si se observan sus brazos se podrá afirmar que estos dos monstruos se obtienen uno del otro por una rotación de este tipo; las coincidencias que representan su posición en el espacio impiden que la figura tenga simetría bilateral. El artista pretendió obtener esta simetría dando a las dos figuras media vuelta y arreglando luego los pies y las alas: el ala caída es la derecha en la figura de la izquierda y la izquierda en la figura de la derecha.
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  Los dibujos de los sellos de piedra cilíndricos de Babilonia están frecuentemente regidos por simetría heráldica. En la colección de mi antiguo colega, el fallecido Ernst Herzfeld, recuerdo haber visto muestras en las que a causa de la simetría, no solamente la cabeza, Sino también la parte inferior en forma de toro del cuerpo de un dios puesto de perfil, estaba duplicado y tenía cuatro patas traseras en lugar de dos, En la era cristiana se puede encontrar una analogía en ciertas representaciones de la Eucaristía, como en la de la patena bizantina (Fig. 5) en la que dos Cristos simétricos están de frente a los discípulos. Pero en este caso la simetría no es completa y tiene más significación que la puramente formal, pues Cristo en un lado parte el pan y en el otro lado ofrece el vino.


  [image: Figura 5]FIG. 5.


  Entre Sumeria y Bizancio permitidme que ponga Persia. Estas esfinges esmaltadas (Fig. 6) son del palacio de Darío en Susa, construido en los días de Marathon. Cruzando el Egeo encontramos estas figuras en los suelos del Megarón en Tiryns (Fig. 7), hacia 1200 a. de C. Quien crea firmemente en la continuidad y dependencia de la historia, remontará hasta la cultura minoica de Creta los graciosos dibujos de la vida marina como el delfín y el pulpo, y la simetría heráldica la atribuirá a la influencia oriental, en última instancia a la sumeria. Saltando miles de años, encontramos todavía la misma influencia en esta placa (Fig. 8) del altar de la catedral de Torcello, Italia, del siglo XI d. de C. Los pavos reales bebiendo de una fuente entre hojas de vid son un antiguo símbolo cristiano de la inmortalidad, pero la simetría heráldica estructural es oriental.


  [image: Figura 6]FIG. 6.
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  En contraste con Oriente, el arte occidental, como la vida misma, se inclina a mitigar, perder, modificar y aun romper la simetría estricta. Pero raramente es asimetría la mera ausencia de simetría. Incluso en los dibujos asimétricos se nota la simetría como norma de la que uno se desvía bajo la influencia de fuerzas de carácter no formal. Creemos que son un buen ejemplo los famosos jinetes de la Tumba Etrusca del Triclinium en Corneto (Fig. 9).


  FIG. 9.[image: Figura 9]


  Ya hemos mencionado representaciones de la Eucaristía con el Cristo duplicado entregando el pan y el vino. El grupo central del mosaico de la Ascensión del Señor (Fig. 10) de la catedral de Monreale, Sicilia (siglo XII), formado por María flanqueada por dos ángeles, tiene simetría casi perfecta. (Las bandas de ornamentos por encima y por debajo del mosaico requerirán nuestra atención en la segunda conferencia). El principio de simetría es algo menos estricto en un antiguo mosaico de San Apollinare en Ravena (Fig. 11), que muestra a Cristo rodeado de una angélica guardia de honor. Por ejemplo, en el mosaico de Monreale, María levanta sus dos manos simétricamente, en el ademán orans; en el otro mosaico solamente están levantadas las manos derechas. La asimetría ha hecho algunas incursiones más en la siguiente figura (Fig. 12), un icono bizantino en relieve de San Marcos, Venecia. Es una Deesis, y naturalmente, las dos figuras implorando misericordia cuando el Señor va a pronunciar el juicio final no pueden ser imagen una de otra, pues la de la derecha es su Madre Virgen y la de la izquierda Juan Bautista. Se puede pensar también que las figuras de María y de Juan Evangelista en ambos lados de la Cruz en las crucifixiones son ejemplos de simetría rota.


  [image: Figura 10]FIG. 10.


  Es evidente que estamos llegando aquí al fondo; la noción geométrica precisa de simetría bilateral empieza a disolverse en la noción vaga de Ausgewogenheit, figura equilibrada, de la cual habíamos partido. «La simetría —dice Dagobert Frey en un artículo On the Problem of Symmetry in Art[3],— significa quietud y rigidez, la asimetría movimiento y laxitud, la primera orden y ley, la otra arbitrariedad y accidente: una, rigidez formal y fuerza; la otra, vida, actividad y libertad». Dondequiera que Dios o Cristo se presenten como símbolos de verdad y justicia eternas, figuran en vista frontal simétrica, y no de perfil. Probablemente es por esta razón que los edificios públicos y las casas de oración, tanto si se trata de templos griegos como de basílicas y catedrales cristianas, tienen simetría bilateral. Es verdad, sin embargo, que no pocas veces son diferentes las dos torres de las catedrales góticas, como por ejemplo en Chartres. Pero prácticamente en todos los casos esto parece debido a la historia de la catedral, es decir, al hecho de que las torres fueron construidas en diferentes periodos. Es comprensible que en un periodo posterior no estuvieran satisfechos con los diseños de un periodo más antiguo; se puede hablar aquí por tanto de asimetría histórica. Las imágenes especulares se forman donde hay un espejo, sea éste un lago reflejando un paisaje o un espejo de cristal en el que se mira una mujer. La naturaleza y también los pintores hacen uso de este motivo. Supongo que todos tenemos algún ejemplo en mente. El que me es más familiar, por verlo todos los días en mi estudio, es el Lago de Silvaplana de Hodler.


  FIG. 11.[image: Figura 11]


  Ahora que estamos a punto de pasar del arte a la naturaleza, nos pararemos unos cuantos minutos para considerar primero lo que se puede llamar la filosofía matemática de la derecha y de la izquierda. Para el pensamiento científico no hay diferencia interna ni polaridad entre derecha e izquierda, como la hay por ejemplo en el contraste entre macho y hembra o los extremos anterior y posterior de un animal. Se requiere un acto arbitrario de elección para determinar lo que es la derecha y lo que es la izquierda. Pero una vez hecho esto para un cuerpo, queda determinado para todos los cuerpos. Tengo que aclarar un poco esta cuestión. En el espacio la distinción entre derecha e izquierda hace referencia a la orientación de un tornillo. Si se habla de girar a la izquierda se quiere decir que el sentido en que se gira combinado con el sentido ascendente de pies a cabeza, forma un tornillo levógiro. La rotación diurna de la Tierra junto con la dirección de su eje de polo Sur a polo Norte forma un tomillo levógiro, pero formaría un tornillo dextrógiro si se diera al eje la dirección opuesta. Hay ciertas sustancias cristalinas llamadas ópticamente activas que delatan la asimetría interna de su constitución girando hacia la derecha o hacia la izquierda el plano de polarización de la luz polarizada que las atraviesa; con esto naturalmente queremos decir que el sentido en que el plano gira mientras la luz viaja en una determinada dirección, combinada con esta dirección, forma un tornillo levógiro (o dextrógiro, según sea el caso). Por tanto, cuando decíamos antes, y ahora repetimos en una terminología debida a Leibniz, que derecha e izquierda son indiscernibles, queremos expresar que la estructura interna del espacio no nos permite distinguir un tornillo dextrógiro de uno levógiro, salvo por una elección arbitraria.


  FIG. 12.[image: Figura 12]


  Quiero hacer aún más precisa esta noción fundamental, pues de ella depende toda la teoría de la relatividad, que no es sino otro aspecto de la simetría. Según Euclides, se puede describir la estructura del espacio por un cierto número de relaciones básicas entre puntos, tales como ABC están en una línea recta, ABCD están en un plano, AB es congruente con CD. Quizás la mejor manera de describir la estructura del espacio es la que adoptó Helmholtz: por la noción elemental de congruencia de figuras. Una aplicación del espacio S asocia a cada punto p un punto p’ : p → p’. Un par de aplicaciones S, S’, S : p → p’, S' : p’→ p inversas una de otra — de manera que si S transforma p en p’, entonces 5’ transforma p’ en p— se llama un par de correspondencias uno a uno o transformaciones. Una transformación que conserve la estructura del espacio —y si definimos esta estructura a la manera de Helmholtz, significaría que dos figuras congruentes pasan a dos figuras congruentes —es llamada automorfismo por los matemáticos. Leibniz reconoció que ésta era la idea subyacente en el concepto geométrico de semejanza. Un automorfismo transforma una figura en otra, que en términos de Leibniz «es indiscernible de la primera si cada una de las dos figuras se considera en sí misma». Lo que queremos decir al afirmar que izquierda y derecha son de la misma esencia es que la reflexión en un plano es un automorfismo.
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  Un espacio como el que acabamos de describir es objeto de estudio de la geometría. Pero el espacio es también el medio donde tienen lugar todos los fenómenos físicos. La estructura del mundo físico se revela en las leyes generales de la naturaleza, que vienen formuladas en términos de ciertas cantidades básicas que son funciones del espacio y del tiempo. Si estas leyes no fueran del todo invariantes respecto a la reflexión concluiríamos que la estructura física del espacio «contiene un tornillo», usando una sugestiva figura de lenguaje. Ernst Mach habla de la impresión intelectual que recibió cuando aprendió de joven que una aguja magnética gira en un cierto sentido, a la derecha o a la izquierda, si se deja suspendida paralelamente a un hilo por el que pasa una corriente eléctrica en una dirección determinada (Fig. 14).
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  Dado que toda la configuración geométrica y física, incluyendo la corriente eléctrica y los polos norte y sur de la aguja magnética, son, según todas las apariencias, simétricos respecto del plano E determinado por el hilo y la aguja, ésta debería reaccionar como el asno de Buridán entre dos gavillas iguales de heno, y evitar la decisión entre la derecha y la izquierda, igual como los platillos con igual brazo e igual peso no bajan ni en un lado ni en otro de la balanza y permanecen horizontales. Pero las apariencias son a veces engañosas. El dilema del joven Mach fue el resultado de una hipótesis demasiado apresurada sobre el efecto de una reflexión en E en la corriente eléctrica y en los polos magnéticos positivo y negativo de la aguja: mientras que a priori sabemos cómo se comportan las entidades geométricas en la reflexión, debemos aprender de la naturaleza cómo se comportan las cantidades físicas. Y esto es lo que encontramos: en la reflexión en el plano E la corriente eléctrica conserva su dirección, pero los polos magnéticos norte y sur quedan intercambiados. Naturalmente esta salida que restablece la equivalencia entre la derecha y la izquierda es sólo posible a causa de la igualdad esencial del magnetismo positivo y negativo. Todas las dudas se disiparon cuando se encontró que el magnetismo de la aguja tiene su origen en corrientes eléctricas moleculares que circulan alrededor de la dirección de su eje; resulta evidente que en una reflexión en el plano E estas corrientes cambian el sentido de circulación.


  El resultado neto es que en toda la física no se ha puesto de manifiesto nada que indicara una diferencia intrínseca entra la derecha y la izquierda. De la misma manera que todos los puntos del espacio y todas las direcciones son equivalentes, así también lo son la derecha y la izquierda. Posición, dirección, izquierda y derecha son conceptos relativos. Con un lenguaje matizado de teología, esta aparición de la relatividad fue discutida largamente en una famosa controversia entre Leibniz y Clarke, este último, clérigo que actuaba como portavoz de Newton[4]. Newton, con su firme creencia en el espacio y el tiempo absolutos, considera el movimiento como una prueba de la creación del mundo por la libre voluntad de Dios, ya que de lo contrario sería inexplicable por qué la materia se mueve en una dirección en lugar de cualquier otra. Leibniz se resiste a cargar a Dios con tales decisiones por falta de «razón suficiente». Dice: «En la hipótesis de que el espacio sea algo en sí mismo, es imposible dar una razón por la cual Dios tenga que haber puesto los cuerpos (sin alterar sus distancias mutuas ni sus posiciones relativas) justamente en este particular punto en lugar de otro cualquiera; por ejemplo, ¿por qué no lo dispuso todo en orden opuesto, intercambiando el este y el oeste? Si, por otro lado, el espacio no es otra cosa que el orden espacial y la relación de las cosas, entonces los dos estados antes supuestos, el actual y su transposición, no son en ningún aspecto diferentes entre sí… y por tanto es una cuestión absolutamente inadmisible preguntarnos por qué un estado se prefirió al otro». Al considerar el problema de la izquierda y la derecha, Kant llegó por primera vez a su concepción de espacio y tiempo como formas de intuición[5]. La opinión de Kant parece haber sido ésta: si el primer acto creador de Dios hubiese sido la creación de una mano izquierda, entonces esta mano, aun cuando no se hubiese podido comparar a nada más, tendría el carácter distintivo de izquierda, carácter que puede aprehenderse sólo intuitivamente y no conceptualmente. Leibniz contradice: según él, no hubiese habido diferencia si Dios hubiese creado primero una mano «derecha» en lugar de una «izquierda». Se tiene que dar un paso más en la creación del mundo antes de que pueda aparecer una diferencia. Si en lugar de hacer primero una mano izquierda y luego una mano derecha, Dios hubiese creado una mano derecha y luego otra mano derecha, entonces hubiese cambiado el plan del universo, no en el primer acto sino en el segundo, al crear una mano que está igualmente orientada —en lugar de estar orientada inversamente— que el primer espécimen creado.


  El pensamiento científico está del lado de Leibniz. El pensamiento mítico siempre ha tomado el punto de vista contrario, como se muestra por su uso de derecha e izquierda como símbolos de polos opuestos del bien y del mal. Pensemos solamente en el doble significado de la palabra derecho. En este detalle de la famosa Creación de Adán de Miguel Ángel en la Capilla Sixtina (Fig. 15), la mano derecha de Dios, a la derecha, infunde la vida en la izquierda de Adán.
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  La gente estrecha la mano derecha. Sinister es la palabra latina equivalente a izquierdo, y en heráldica se habla del lado izquierdo de un escudo como del lado siniestro. Pero sinistruni es al mismo tiempo aquello que está en relación con el mal, y en el lenguaje corriente solamente sobrevive del término latino este sentido figurado[6]. De los dos malhechores que fueron crucificados con Cristo, el que fue con Él al Paraíso estaba a su derecha. San Mateo, cap. 25, describe el Juicio final así: «Y pondrá las ovejas a su derecha y los cabritos a su izquierda. Entonces dirá el rey a los de su derecha: Venid, benditos de mi Padre; tomad en herencia el reino que para vosotros está preparado desde la creación del mundo… Entonces dirá también el rey a los de su izquierda: Apartaos de mí, malditos, al fuego eterno que está preparado por el diablo y sus ángeles».


  Recordamos una conferencia que sobre «Derecha e izquierda en la pintura» dio una vez Heinrich Wölfflin en Zúrich. (Junto con un artículo sobre «El problema de la inversión [Umkehrung] en los tapices de Rafael», se puede encontrar editada esta conferenoia en sus Gedanken zur Kunstgeschichte, 1941.) Por medio de cierto número de ejemplos, como la Madona de la Sixtina de Rafael y el aguafuerte de Rembrandt Paisaje con tres árboles, Wölfflin trata de demostrar que en la pintura la derecha tiene un Stimmungswert distinto de la izquierda. Prácticamente todos los métodos de reproducción intercambian la derecha y la izquierda, y parece que en tiempos pasados eran menos sensibles que ahora respecto a tal inversión. (El mismo Rembrandt no duda en poner a la venta su Descendimiento de la Cruz como un aguafuerte inverso.) Teniendo en cuenta que leemos bastante más que la gente del siglo XVI, esto nos sugiere la hipótesis de que la diferencia señalada por Wölfflin está en conexión con nuestra costumbre de leer de izquierda a derecha. Qué recordemos, él mismo rechazó esta explicación, así como otras explicaciones psicológicas, en el coloquio que siguió a la conferencia. El texto editado concluye con la observación de que el problema «obviamente tiene raíces profundas, raíces que alcanzan los mismos fundamentos de nuestra naturaleza sensorial». Por nuestra parte estamos poco inclinados a tomarnos tan en serio esta materia[7].


  En la ciencia la opinión de la equivalencia de derecha e izquierda se ha sostenido incluso frente a ciertos hechos biológicos que mencionaremos dentro de poco y que parecen sugerir la no equivalencia todavía más fuertemente que la desviación de la aguja magnética que asombró al joven Mach. El mismo problema de la equivalencia surge con respecto al pasado y al futuro, o con respecto a la electricidad positiva y negativa. En estos casos, especialmente en el segundo, se ve más claro que en el par derecha-izquierda, que una evidencia a priori no es suficiente para saldar la cuestión; tienen que consultarse los hechos empíricos. Efectivamente, el papel que juegan el pasado y el futuro en nuestra conciencia —el pasado cognoscible y no cambiable, y el futuro desconocido y todavía alterable por las decisiones tomadas ahora— nos indicarían su diferencia intrínseca, y se podría esperar que esta diferencia tuviese su base en las leyes físicas de la naturaleza. Pero aquellas leyes de las que podemos presumir un cierto conocimiento razonable son invariantes con respecto a la inversión del tiempo, como lo son con respecto al intercambio de derecha e izquierda. Leibniz puso de manifiesto que los modos temporales de pasado y futuro se refieren a la estructura causal del mundo. Aunque sea cierto que las «leyes de ondas» formuladas por la física cuántica no varían al hacer fluir el tiempo en sentido contrario, la idea metafísica de causalidad, y con ella el carácter de sentido único del tiempo, puede introducirse en la física a través de la interpretación estadística de aquellas leyes en términos de probabilidad y partículas. Nuestro conocimiento físico presente nos deja todavía más indecisos sobre la equivalencia o no equivalencia de la electricidad positiva y negativa. Parece difícil idear leyes físicas en las que las dos cargas no sean intrínsecamente iguales; pero el ejemplo negativo del protón cargado positivamente todavía está por descubrir.


  Se necesitaba esta excursión semifilosófica como base de la discusión de la simetría derecha-izquierda en la naturaleza; teníamos que comprender que la organización general de la naturaleza tiene tal simetría. Pero no se puede esperar que un objeto especial de la naturaleza la muestre a la perfección. Aun así, es sorprendente el gran alcance que tiene. Tiene que haber una razón para esto y no es difícil de registrar: es verosímil que un estado de equilibrio sea simétrico. Con más precisión, bajo condiciones que determinan un único estado de equilibrio, la simetría de las condiciones debe imponerse sobre el estado de equilibrio. Por esta razón son esferas las pelotas de tenis y las estrellas; la Tierra también sería una esfera si no girase alrededor de su eje. La rotación la aplasta en los polos, pero se conserva la simetría rotacional o cilíndrica. La característica que necesita explicación es, por tanto,’ no la simetría rotacional de su figura, sino las desviaciones de esta simetría manifestadas por la distribución irregular de tierra y agua y por las diminutas arrugas de montañas sobre su superficie. Es por estos motivos que en su monografía sobre el problema de derecha-izquierda en zoología, Wilhelm Ludwig apenas dice una palabra sobre el origen de la simetría bilateral imperante en el reino animal a partir del equinodermo, pero discute en gran detalle toda clase de asimetrías secundarias superpuestas al plan básico de simetría[8]. Citamos: «El cuerpo humano al igual que todos los demás vertebrados está básicamente formado con simetría bilateral. Todas las asimetrías que posee son de carácter secundario, y las más importantes que afectan a los órganos internos están principalmente condicionadas por la necesidad del tubo intestinal de aumentar su superficie en proporción más alta al crecimiento del cuerpo; este alargamiento da lugar a que el intestino se pliegue y se enrolle. Y en el curso de la evolución filogenética estas primeras asimetrías del sistema intestinal y sus órganos anejos, ocasionaron asimetrías en otros sistemas de órganos». Es bien sabido que el corazón de los mamíferos es una hélice asimétrica, como se ve en el dibujo esquemático de la Fig. 16.
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  Si en la naturaleza todo estuviese de acuerdo con las leyes, entonces todos los fenómenos compartirían la plena simetría de las leyes universales, tal como indica la teoría de la relatividad. El mero hecho de que no sea así prueba que la contingencia es una característica esencial del mundo. En su controversia con Leibniz, Clarke admitió el principio de aquél de la razón suficiente, pero añadió que la razón suficiente a menudo radica sólo en la voluntad de Dios. Pienso que el racionalista Leibniz está en esto completamente equivocado y Clarke en la pista acertada. Pero hubiese sido más sincero que todos negaran el principio de la razón suficiente en lugar de hacer a Dios responsable de todo lo que es sinrazón en el mundo. Por otro lado, Leibniz estaba en lo cierto en contra de Newton con su intuición del principio de relatividad. La verdad, tal como la vemos hoy en día, es ésta: las leyes de la naturaleza no determinan el mundo que realmente existe, ni siquiera si se admite que dos mundos que se obtengan uno del otro por una transformación automórfica —es decir, por una transformación que conserva las leyes fundamentales de la naturaleza— se consideren como el mismo mundo.


  Si en un trozo de materia la simetría de conjunto impuesta por las leyes de la naturaleza no está sujeta a otra cosa que a la posición respecto al punto P, esta materia adquirirá la forma de una esfera con centro en P. Así, las formas inferiores de los animales, criaturas pequeñas suspendidas en el agua, son más o menos esféricas. Para las formas fijadas al fondo del océano, la dirección de la gravedad es un factor importante, reduciendo el conjunto de operaciones de simetría, de todas las rotaciones de centro P a todas las rotaciones alrededor de un eje. Pero para los animales capaces de moverse por sí mismos en el agua, aire o tierra, son de decisiva influencia tanto la dirección anteroposterior en la cual su cuerpo se mueve como la dirección de la gravedad. Después de la determinación de los ejes anteroposterior, dorsoventral y como consecuencia del derecho-izquierdo, solamente queda arbitraria la distinción entre derecha e izquierda, y con estas condiciones no puede esperarse otra simetría que la bilateral. Los factores que en la evolución filogenética tienden a introducir diferencias hereditarias entre derecha e izquierda son posiblemente compensados por las ventajas que el animal obtiene de la formación bilateral de sus órganos de movimiento, cilios o músculos, y de sus miembros: en caso de tener un desarrollo asimétrico resultaría un movimiento algo helicoidal en lugar de un movimiento recto hacia adelante. Esto puede ayudarnos a explicar que los miembros externos obedezcan las leyes de la simetría más estrictamente que nuestros órganos internos. Aristófanes, en el Symposium de Platón, cuenta una historia diferente de cómo tuvo lugar la transición de la simetría esférica a la bilateral. Originalmente, dice, el hombre era redondo, con su espalda y costados curvados. Para humillar su orgullo y poderío, Zeus los cortó en dos y Apolo puso al revés sus caras y genitales, y Zeus amenazó: «Si continúan insolentes, los cortaré de nuevo y tendrán que saltar sobre una sola pierna».


  Los ejemplos más sorprendentes de simetría en el mundo inorgánico son los cristales. Los estados gaseoso y cristalino son los dos estados bien, definidos de la materia que la física encuentra relativamente fáciles de explicar; los estados entre estos dos extremos, como los estados fluido y plástico, son menos manejables teóricamente. En el estado gaseoso las moléculas se mueven libremente en el espacio con velocidades y posiciones al azar mutuamente independientes. En el estado cristalino, los átomos oscilan alrededor de estados de equilibrio como si estuviesen atados a ellos por medio de muelles elásticos. Estos estados de equilibrio forman una configuración fija y regular en el espacio. Lo que queremos decir con regular y cómo la simetría visible de los cristales es consecuencia de esta disposición atómica regular, se explicará en una conferencia posterior. Aunque la mayoría de los 32 sistemas de cristales geométricamente posibles incluyen simetrías bilaterales, no todos la poseen. Allí donde no figura, se tiene la posibilidad de los llamados cristales enantiomorfos que existen en forma levo- y dextro-, siendo cada uno una imagen especular del otro, como las manos derecha e izquierda. Se puede suponer que una substancia que es ópticamente activa, es decir, que gira el plano de polarización de la luz bien a la derecha, bien a la izquierda, cristaliza en una de estas formas asimétricas. Si en la naturaleza existen las formas levo-, se podría suponer que las formas dextro- existen igualmente, y que ambas formas se encuentran en promedio con igual frecuencia. En 1848 Pasteur hizo el descubrimiento de que cuando la sal sódica amónica del ácido racémico ópticamente inactivo se recristalizaba de una solución acuosa a temperatura más baja, el depósito estaba formado por dos clases de cristales diminutos que eran imágenes especulares unos de otros. Fueron cuidadosamente separados y se comprobó que los ácidos liberados de unos y otros tenían la misma composición química que el ácido, racémico, pero uno era levoactivo ópticamente y el otro dextro-activo. Se vio que el segundo era idéntico al ácido tartárico de las uvas fermentadas, y que el primero nunca se había observado en la naturaleza. «Pocas veces —dijo F. M. Jaeger en sus conferencias On the principle of symmetry and its applications in natural science— ha tenido un descubrimiento científico tan trascendentales consecuencias».


  Es evidente que algunos accidentes difíciles de controlar deciden si en un punto de la disolución empieza a formarse un cristal dextro- o levo-; y así, en concordancia con el carácter simétrico y ópticamente inactivo de la solución como un todo, las cantidades de sustancia depositadas en todo momento del proceso en una u otra forma son iguales o casi iguales. Por otro lado, la naturaleza, al darnos el maravilloso regalo de las uvas, tan apreciado por Noé, produjo solamente una de las formas, y dejó que Pasteur produjera la otra. Naturalmente, esto es extraño. Es un hecho que la mayoría de los compuestos carbónicos se encuentran en la naturaleza solamente en una forma, sea levo- o dextro-. El sentido en que se arrolla una concha de caracol es un carácter hereditario, que tiene su base en su constitución genética, al igual que el «corazón a la izquierda» y el arrollamiento del conducto intestinal en la especie Homo sapiens. Esto no excluye que puedan existir inversiones; por ejemplo, situs inversus del intestino del hombre ocurre con una frecuencia de cerca de 0,02 por ciento; volveremos sobre esto más tarde. La constitución química más profunda del cuerpo humano también nos muestra que tenemos un tornillo, tornillo que está girando en el mismo sentido en cada uno de nosotros. Nuestro cuerpo tiene una forma dextrógira de glucosa y una forma levógira de fructosa. Una manifestación horrible de esta asimetría genotípica es una enfermedad metabólica llamada fenilcetonuria, que conduce a la demencia, y que el hombre contrae cuando se añade a su alimento una pequeña cantidad de levo-fenilalanina, en tanto que la forma dextrógira no tiene estos efectos tan desastrosos. A la constitución química asimétrica de los organismos vivientes se puede atribuir el éxito del método de Pasteur para separar formas levo- y dextro- de substancias por medio de la acción enzimática de bacterias, mohos, levaduras y similares. Encontró que una solución originalmente inactiva de algún racemato se hace gradualmente levógira si se hace crecer en ella Penicillium glaucum. Evidentemente su organismo selecciona para la nutrición la forma de molécula de ácido tartárico que mejor se adapta, a su constitución química asimétrica. Se ha usado la imagen de la cerradura y la llave para ilustrar esta acción específica de los organismos.


  A la vista de los hechos mencionados y a la vista del fracaso de todos los intentos de «activar» material ópticamente inactivo sólo por medios químicos[9], es comprensible que Pasteur sostuviera la opinión de que la producción de sustancias ópticamente activas en una de sus formas fuera precisamente una prerrogativa de la vida. Escribió en 1860: «Ésta es quizás la única línea bien delimitada de demarcación que puede señalarse hoy por hoy entre la química de la materia viva y muerta». Pasteur trató de explicar su primer experimento en el que el ácido racémico se transformó por recristalización en una mezcla de ácidos dextro- y levotartárico, por la acción de las bacterias de la atmósfera en la solución neutra. Hoy se sabe que estaba equivocado; la explicación física razonable reside en el hecho de que a baja temperatura una mezcla de dos formas tartáricas activas opuestas es más estable que la forma racémica inactiva. Si existe una diferencia entre vida y muerte, no reside en la química del substrato material; esto fue establecido definitivamente después de que Wöhler en 1828 sintetizara urea a partir de material inorgánico. Pero incluso en fecha muy posterior (año 1898), R. F. Japp sostuvo —en su famosa conferencia «Stereochemistry and vitalism» pronunciada ante la British Association — el punto de vista de Pasteur así modificado: «Solamente los organismos vivientes o la inteligencia viviente con su concepción de simetría pueden producir este resultado (es decir, compuestos asimétricos)».


  ¿Quiere decir realmente que es la inteligencia de Pasteur la que, inventando el experimento a pesar de su propia sorpresa, crea los cristales tartáricos duales? Japp continúa: «Sólo la asimetría puede engendrar asimetría». Queremos admitir la verdad de esta afirmación; pero nos es de poca ayuda dado que no hay simetría en la organización accidental pasada y presente del mundo real, generadora del futuro.


  Hay, sin embargo, una dificultad real: ¿por qué produce la naturaleza solamente uno de los pares de las tantas formas enantiomórficas, cuyo origen, en su mayoría, reside en los organismos vivos? Pascual Jordan señala este hecho como soporte de su opinión de que el origen de la vida no se debe a sucesos casuales, los cuales, una vez alcanzado cierto estadio de su evolución, pueden ocurrir continuamente ahora aquí, ahora allí; sino más bien a un suceso de carácter muy singular e improbable, que tuvo lugar una vez por accidente, e inició luego una avalancha por multiplicación autocatalítica. Si las moléculas proteínicas asimétricas encontradas en plantas y animales se hubiesen originado en muchos lugares y en muchas épocas, entonces las variedades dextro- y levo- mostrarían casi la misma abundancia. Parece como si hubiera cierta verdad en la historia de Adán y Eva, si no para el origen de la humanidad, al menos para las formas primordiales de la vida. Nos referíamos a estos hechos biológicos cuando decíamos que, si se toman en su apariencia, sugieren una diferencia intrínseca entre derecha e izquierda, por lo menos en lo que concierne a la constitución del mundo orgánico. Pero podemos estar seguros de que la respuesta a nuestro enigma no está en ley biológica universal alguna, sino en los accidentes de la génesis del mundo de los organismos. Pascual Jordan muestra una salida; nos gustaría encontrar una menos radical, por ejemplo sometiendo la asimetría de los habitantes de la Tierra a alguna asimetría que aunque accidental fuera inherente a la Tierra misma, o a la luz recibida del Sol. Pero ni el movimiento de rotación ni los campos magnéticos combinados de la Tierra y del Sol son de ayuda inmediata en este respecto. Otra posibilidad sería suponer que el desarrollo empezó realmente con una igual distribución de formas enantiomorfas, pero que esto era un equilibrio inestable que se derrumbó por un ligero cambio casual.


  De los problemas filogenéticos de la derecha y la izquierda volvamos finalmente a la ontogénesis. Se presentan dos cuestiones: la primera división del huevo fertilizado de un animal, ¿fija el plano medio, de manera que una célula contiene las potencias de la izquierda y la otra las de la mitad derecha? En segundo lugar, ¿qué determina el plano de la primera división? Empiezo con la segunda cuestión. El huevo de cualquier animal por encima de los protozoos posee desde el principio un eje polar que pone en relación la parte que se desarrolla en el nuevo animal con los polos vegetativos de la blástula. Este eje, junto con el punto en que el espermatozoide fertilizante entra en el óvulo, determina un plano, y sería natural suponer que éste es el plano de la primera división. Hay evidencia de que así ocurre en muchos casos. La opinión actual parece inclinarse hacia la hipótesis de que la polaridad primaria y la simetría bilateral subsiguiente surgen por factores externos que actualizan potencialidades inherentes a la constitución genética. En muchos casos la dirección del eje polar está determinada por la unión del oocito a la pared del ovario y el punto de entrada del esperma fertilizante es, como dijimos, al menos uno de los factores determinantes del plano medio, y frecuentemente el más decisivo. Pero otros agentes pueden ser responsables de la situación de uno y otro. En el alga Fucus la luz, los campos eléctricos o los gradientes químicos determinan el eje polar, y en algunos insectos y cefalópodos el plano medio parece determinado por influencias ováricas antes de la fertilización[10]. Algunos biólogos buscan la constitución subyacente en la que actúan estos agentes en una estructura preformada íntima. Así, Conklin ha hablado de un armazón espongioplásmico, otros de citosqueleto, y dado que hay ahora una fuerte tendencia entre los biólogos a reducir las propiedades estructurales a las fibras —tanto que Joseph Needham en sus Terry Lectures sobre Order and Life (1936) arriesga el aforismo de que la biología es en gran parte el estudio de fibras—, esperemos que los investigadores encuentren que la estructura íntima del huevo consiste en un armazón de moléculas proteínicas alargadas o cristales fluidos.


  Sabemos un poco más de nuestra primera pregunta sobre si la primera mitosis de la célula la divide en derecha e izquierda. A causa del carácter fundamental de poseer simetría bilateral, la hipótesis de que sea así parece bastante plausible. Sin embargo, la respuesta no puede ser una afirmación sin condiciones. Aunque la hipótesis fuera cierta para el desarrollo normal, sabemos por experimentos llevados a cabo por primera vez por Hans Driesch en el Echinus, que un solo blastómero aislado de su compañero en el estadio bicelular se desarrolla en una gástrula entera que sólo difiere de la normal por su menor tamaño. He aquí los famosos dibujos de Driesch. Tenemos que admitir que no ocurre así en todas las especies. El descubrimiento de Driesch llevó a la distinción entre el destino potencial y actual de las partes del huevo. El mismo Driesch habla de significación prospectiva (prospektive Bedeutung), en contraposición a potencia prospectiva (prospektive Potenz); ésta es más amplia que aquélla, pero disminuye en el curso del desarrollo. Permitidme que ilustre este punto básico con otro ejemplo tomado de la determinación de los miembros en formación de los anfibios. Según los experimentos realizados por R. G. Harrison, que trasplantó discos de la pared exterior del cuerpo con yemas de futuros miembros, el eje anteroposterior está determinado en un momento en que el trasplante puede todavía invertir los ejes dorsoventral y medio-lateral. Así, en este momento la oposición derecha e izquierda todavía pertenece a las potencias prospectivas de los discos, y la forma en que estas potencias se realizarán depende de los tejidos circundantes.
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    Experimentos sobre pluripotencia en Echinus.


    a1 y b1. Gástrula y plúteo normales.


    a2 y b2. Semigástrula y semiplúteo, esperados por Driesch.


    a3 and b3. La gástrula y el plúteo que obtuvo enteros y pequeños.

  


   


  La alteración violenta de Driesch del desarrollo normal muestra que la primera división celular puede no fijar definitivamente la derecha y la izquierda del organismo que crece. Y aun en el desarrollo normal, el plano de la primera división puede no ser el plano medio. Los primeros estadios de la división celular han sido estudiados atentamente en el gusano Ascaris megalocepheda que tiene partes asimétricas en su sistema nervioso. Primero el huevo fertilizado se divide en una célula I y en una más pequeña P, que evidentemente tiene distinta naturaleza (Fig. 18). En el siguiente estadio se dividen a lo largo da planos perpendiculares en I’ + II” y P1 + P2 respectivamente. Posteriormente la parte P1 + P2 gira de forma que P2 entra en contacto con I’ o con I”; llamemos B a la que toca, y a la otra A. Tenemos ahora una especie de romboide y más o menos A P2 es el eje anteroposterior y B P1 el eje dorsoventral. La división siguiente, que parte A y B en mitades simétricas A = a + α, B = b + ß a lo largo de un plano perpendicular al de separación de A y B, es la que determina derecha e izquierda. Un ligero movimiento posterior de esta configuración es la que destruye la simetría bilateral. Surge la cuestión de si la dirección de los cambios sucesivos es un suceso al azar que decide primero entre anterior y posterior y luego entre izquierda y derecha, o si la constitución del huevo unicelular contiene agentes específicos que determinan la dirección de estos cambios. La teoría del huevo en mosaico que favorece la segunda hipótesis parece más plausible en las especies Ascaris.
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  Se conocen cierto número de casos de inversión genotípica en los que la constitución genética de las especies está en la misma relación que los constituyentes atómicos de los cristales enantiomorfos. Sin embargo, es más frecuente la inversión fenotípica. La zurdería en el hombre es un ejemplo. Voy a dar otro más interesante. Varios crustáceos del tipo de la langosta de mar tienen dos pinzas diferentes, tanto funcional como morfológicamente; tienen una pinza mayor A y una menor a. Supongamos que en individuos normalmente desarrollados de esta especie, A es la pinza derecha. Si a un animal joven se le amputa la pinza derecha tiene lugar una regeneración inversa: la pinza izquierda se desarrolla hasta alcanzar la forma mayor A, mientras que en lugar de la derecha se regenera una del tipo menor a. De estas experiencias y de otras similares tenemos que inferir la bipotencialidad del plasma, es decir, que todos los tejidos generativos que contienen la potencia de un carácter asimétrico tienen la potencia de engendrar las dos formas aunque en el desarrollo normal siempre se desarrolla una de ellas, la derecha o la izquierda, la cual está genéticamente determinada; pero que circunstancias externas anormales pueden causar la inversión. Sobre la base del extraño fenómeno de regeneración inversa, Wilhelm Ludwig desarrolló la hipótesis de que los factores decisivos en la asimetría pueden no ser potencias específicas como por ejemplo el desarrollo de una «pinza derecha de tipo A», sino dos agentes D e I (derecha e izquierda) que están distribuidos en el organismo con un cierto gradiente, la concentración de uno bajando de derecha a izquierda y la del otro al revés. El punto esencial es que hay dos campos de gradiente D e I en lugar de uno. La constitución genética determina cuál se produce en mayor intensidad. Sin embargo, si por algún deterioro del agente predominante, el agente inhibido se hace hegemónico, entonces tiene lugar la inversión. Como soy matemático y no biólogo, informo con la máxima precaución sobre estas materias, que me parecen de naturaleza altamente hipotética. Pero queda claro que el contraste entre izquierda y derecha está relacionado con los problemas más profundos que conciernen a la filogénesis y a la ontogénesis de los organismos.


  


  
    
  


  Simetrías de traslación,
de rotación y similares


  Simetrías de traslación,
de rotación y similares


  De la simetría bilateral pasaremos ahora a otras clases de simetría geométrica. Al discutir la simetría bilateral no teníamos más ayuda que la de sacar a relucir de vez en cuando las simetrías cilíndrica y esférica. Parece mejor fijar de antemano con alguna precisión el concepto general subyacente de simetría; para esto pedimos un poco de paciencia. Hemos hablado de transformaciones. Una aplicación S del espacio asocia a todo punto p un punto p’ como imagen. Una especial aplicación es la identidad, que envía todo p en él mismo. Dadas dos aplicaciones S, T, se pueden aplicar una después de otra: si S envía p a p’, y T envía p’ a p”, entonces la aplicación resultante, que notamos por ST, transforma p en p”. Una aplicación Spuede tener una inversa S’ tal que SS’ = I y S’S = I; en otras palabras, si S envía el punto arbitrario p a p’, S’ envía p’ de nuevo a p, y se verifica una condición similar al realizar S’ en primer lugar y S en segundo lugar. En la primera conferencia se utilizó la palabra transformación para una aplicación de este tipo; la inversa la designaremos por S−1. Naturalmente, la identidad I es una transformación, e I es su propia inversa. La reflexión en un plano, operación básica de la simetría bilateral, es tal que, su iteración da la identidad; en otras palabras, es su propia inversa. En general, la composición de aplicaciones no es conmutativa; ST no tiene por qué ser lo mismo que TS. Tomemos por ejemplo un punto O en un plano y sea S una traslación horizontal que envía O a O1, y T una rotación de 90 ° alrededor de O. Entonces ST envía O a O2 (Fig. 19) y TS envía O a O1. Si S es una transformación de inversa S−1, entonces S−1 es una transformación de inversa S. La composición de dos transformaciones ST es otra transformación y (ST)−1 es T-1S−1 (en este orden). Todo el mundo está familiarizado con esta regla, aunque quizás no con su expresión matemática.
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  Cuando nos vestimos, no es indiferente el orden con que realizamos las operaciones; y si al vestirnos empezamos con la camisa y acabamos con la chaqueta, al desnudarnos lo hacemos al revés: primero nos quitamos la chaqueta y luego la camisa.


  Anteriormente nos referimos a una clase especial de transformaciones del espacio que los geómetras llaman semejanzas. Pero es preferible darles el nombre de automorfismos, definiéndolas, según Leibniz, como aquellas transformaciones que dejan invariante la estructura del espacio. De momento es indiferente saber en qué consiste esta estructura. De su misma definición, está claro que la identidad I es un automorfismo y que si S lo es, también lo es S-1. Además, la composición de dos automorfismos es otro automorfismo. Esto no es más que otra forma de decir: (1) toda figura es semejante a sí misma; (2) si la figura F’ es semejante a F, entonces F es semejante a F’; y (3) si F es semejante a F’ y F’ es semejante a F”, entonces F es semejante a F”. Para describir esta situación, los matemáticos han adoptado la palabra grupo, y podemos decir, por tanto, que los automorfismos forman un grupo. Una familia, un conjunto Γ de transformaciones se dice que forman un grupo si se satisfacen las condiciones siguientes: (1) la identidad I pertenece a Γ; (2) si S pertenece a Γ, entonces su inversa S−1 también pertenece; (3) si S y T pertenecen a Γ, entonces su composición ST también pertenece.


  Una de las formas de describir la estructura del espacio, preferida por Newton y Helmholz, es la que utiliza la noción de congruencia. «Dos partes congruentes del espacio V, V’ son tales que puedan ser ocupadas por el mismo cuerpo rígido en dos de sus posiciones. Si movemos el cuerpo de una posición a otra, la partícula del cuerpo que ocupe el punto p de V, ocupará después un cierto p’ de V’, y el resultado del movimiento es una aplicación p → p’ de V sobre V’. Podemos extender el cuerpo rígido, de verdad o en la imaginación, de manera que cubra un punto cualquiera p del espacio, y la aplicación de congruencia p → p’ puede extenderse a todo el espacio. Una transformación de congruencia como ésta (la llamamos así porque evidentemente tiene una inversa p’ → p) es una semejanza o un automorfismo; podemos convencernos de que esto se deduce de las mismas definiciones. Además, es evidente que las transformaciones de congruencia forman un grupo, subgrupo del grupo de automorfismos. Con más detalles, la situación es ésta: entre todas las semejanzas están aquellas que no cambian las dimensiones de un cuerpo; las llamaremos congruencias. Una congruencia es, o bien propia, en cuyo caso transforma un tornillo levógiro en otro levógiro y uno dextrógiro en otro dextrógiro, o bien impropia o reflexiva, en cuyo caso cambia un tornillo levógiro en uno dextrógiro y viceversa. Las congruencias propias son las transformaciones que hace un momento llamábamos transformaciones de congruencia y que relacionaban las posiciones de los puntos de un cuerpo rígido antes y después de un movimiento. Ahora las llamaremos simplemente movimientos (en un sentido geométrico y no cinemático) y a las congruencias impropias, por su ejemplo más importante de la reflexión en el plano que transforma todo cuerpo en su imagen especular, las llamaremos reflexiones. Tenemos esta disposición escalonada: semejanzas → congruencias = semejanzas que no cambian de escala → movimientos = congruencias propias. Las congruencias forman un subgrupo de las semejanzas y los movimientos forman un subgrupo del grupo de las congruencias, que es de índice 2. Esta última afirmación significa que si B es una congruencia impropia cualquiera, obtenemos todas las congruencias impropias en la forma BS, componiendo B con todas las posibles congruencias propias. Por tanto, en el grupo de todas las congruencias, las propias son una mitad y las impropias son la otra mitad. Pero solamente es un grupo la primera mitad, ya que la composición AB de dos congruencias impropias A y B es una congruencia propia.
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  Una congruencia que deje un punto O fijo se llama una rotación alrededor de O; hay rotaciones propias e impropias. Las rotaciones alrededor de un centro dado O forman un grupo. Las traslaciones son las congruencias de tipo más sencillo. Una traslación puede representarse por un vector ya AA’→ , que si una traslación transforma el punto A’ en A y el punto B en B’, entonces BB’ tiene la misma dirección y longitud que AA’ en otras palabras, se verifica la igualdad de vectores BB’→= AA’→[1]. Las traslaciones forman un grupo; naturalmente, la sucesión de las dos traslaciones AB→ y BC→ da la traslación AC→.


  ¿Qué tiene que ver todo esto con la simetría? Nos proporciona el lenguaje matemático adecuado para definirla. Dada una configuración espacial ℱ, los automorfismos del espacio que dejan ℱ invariante forman un grupo Γ y este grupo describe exactamente la simetría que posee ℱ. El espacio total admite todas las simetrías, que corresponden al grupo de todos los automorfismos, de todas las semejanzas. La simetría de cualquier figura del espacio se describe por un subgrupo de este grupo. Tomemos, por ejemplo, el famoso pentagrama por el cual el doctor Fausto invocó al diablo Mefistófeles. Se transforma en él mismo por cualquiera de las cinco rotaciones propias alrededor de O de ángulos múltiples de 360 °/5 (incluyendo la identidad), y por cinco reflexiones en las rectas que unen O con los cinco vértices. Estas diez operaciones forman un grupo, y este grupo nos dice cuál es la clase de simetría que posee el pentagrama. Por lo tanto, la generalización natural que conduce de la simetría bilateral a la simetría en su sentido geométrico más amplio, consiste en reemplazar la reflexión en el plano por cualquier grupo de automorfismos. El círculo de centro O en el plano, y la esfera alrededor de O en el espacio tienen la simetría descrita por el grupo de todas las rotaciones planas o espaciales, respectivamente.
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  Si una figura ℱ no se extiende hasta el infinito, entonces un automorfismo que deje esta figura invariante debe preservar la escala y por tanto debe ser una congruencia, a menos que la figura conste de un solo punto. He aquí una demostración sencilla. Si tuviéramos un automorfismo que dejara ℱ invariante y cambiase la escala, entonces este automorfismo o su inverso deberían aumentar (y no disminuir) en una cierta proporción, a: 1 todas las dimensiones lineales, con a un número mayor que 1. Llamamos S a este automorfismo y sean α y β dos puntos diferentes de nuestra figura ℱ. Están a una distancia positiva. Repetimos la transformación S,


  S = S1, SS = S2, SSS = S3, …


  La repetición n-ésima de esta transformación, Sn, transforma α, β en dos puntos αn, βn de la figura cuya distancia es d · αn”. Al aumentar el exponente n esta distancia tiende a infinito. Pero si nuestra figura está acotada, existe un número c tal que ningún par de puntos de ℱ están a distancia mayor que c. Surge, pues, una contradicción a partir del valor de n que hace d · an > c. El argumento demuestra otra cosa: todo grupo finito de automorfismos está formado exclusivamente por congruencias. Pues si contuviera un S que aumentara las dimensiones lineales en la razón a: 1, a > 1, entonces toda la infinidad de iteraciones S1, S2, S3… contenidas en el grupo serían diferentes, ya que tendrían escalas a1, a2, a3… Por esta razón consideraremos casi exclusivamente grupos de congruencias —aunque tratemos de configuraciones real o potencialmente infinitas, como bandas ornamentales y similares.


  Después de estas consideraciones matemáticas generales dediquémonos a algunos grupos especiales de simetría que son importantes en el arte y en la naturaleza. La operación que define la simetría especular es esencialmente una operación unidimensional. Una línea recta puede reflejarse en cualquiera de sus puntos O; esta reflexión transforma un punto P en un punto P’ que está a la misma distancia de O pero que está al otro lado. Estas reflexiones son las únicas congruencias impropias de la recta de dimensión uno, mientras que las únicas congruencias propias son las traslaciones. La reflexión en O seguida de la traslación O A da lugar a una reflexión en un punto medio A1 entre O y A. Una figura que es invariante por una traslación t es lo que en el arte de los ornamentos se llama «rapport infinito», es decir, repetición en un ritmo espacial regular. Una configuración invariante por una traslación t también es invariante por las repeticiones t1, t2, t3…, por la identidad t0 = I y por la inversa t−1 y sus repeticiones t1, t−2, t−3… Si t desplaza la recta en la cantidad a, entonces t” la desplaza en la cantidad


  na(n = 0, ±1, ±2, … ).


  Si caracterizamos t por el desplazamiento a, entonces a” vendrá caracterizado por el múltiplo na. Todas las traslaciones que transforman en ella misma una configuración o «rapport» infinito sobre una línea recta, son, en este sentido, los múltiplos na de una traslación básica a. Este ritmo puede combinarse con la simetría reflexiva. Si se hace así, los centros de reflexión están separados consecutivamente por la mitad de la distancia, a/2. En una configuración u «ornamento» unidimensional sólo son posibles estos dos grupos de simetría, como ilustra la figura 22 (las cruces × señalan los centros de reflexión).
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  Naturalmente, las bandas ornamentales de verdad no son estrictamente unidimensionales, pero la simetría que hemos descrito ahora usa solamente su dimensión longitudinal. He aquí algunos ejemplos del arte griego. El primero (Fig. 23), que muestra un motivo muy frecuente, la palma, es de tipo I (traslación + reflexión). El siguiente (Fig. 24) es sin reflexiones (tipo II). El friso de arqueros persas del palacio de Darío en Susa (Fig. 25) es de pura traslación. Pero debe observarse que la traslación básica cubre dos veces la distancia de hombre a hombre, pues las vestiduras de los arqueros son alternadas. Una vez más saco a relucir el mosaico de la Ascensión del Señor en Monreale (Fig. 10), pero esta vez fijando la atención en las bandas de ornamentos que lo enmarcan. La más ancha, realizada con una técnica peculiar adoptada posteriormente por los Cosmati, presenta simetría de traslación solamente por repetición del contorno exterior del motivo básico en forma de árbol, ya que cada copia está rellena por un mosaico diferente de rica simetría bidimensional. El palacio de los dogos de Venecia (Fig. 26) puede ponerse como ejemplo de simetría de traslación en la arquitectura. Pueden añadirse otros innumerables ejemplos.
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  Como se dijo antes, las bandas de ornamentos constan en rigor de una franja a ambos lados de una línea central y tienen una segunda dimensión transversal. De esta forma pueden tener otras simetrías. La configuración puede transformarse en sí misma por reflexión en la línea central l; designaremos esta reflexión como la longitudinal, para distinguirla de la reflexión transversal respecto de una línea perpendicular a l. La configuración puede también transformarse en sí misma por reflexión longitudinal combinada con la traslación de a/2 (reflexión longitudinal y deslizamiento). Un motivo frecuente en los ornamentos de banda son las cuerdas, hilos o trenzas de alguna clase, cuyo dibujo sugiere que uno de los cabos cruza al otro en el espacio (dejando parte de él invisible). Si se acepta esta interpretación, son posibles más operaciones; por ejemplo, la reflexión en el plano del ornamento cambiaría el cabo que está ligeramente por encima del plano en el que figura debajo. Todo esto puede analizarse a fondo en términos de teoría de grupos en el libro de Andreas Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, citado en el Prefacio.
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  En el mundo orgánico la simetría de traslación, que los zoólogos llaman metamerismo, es mucho menos regular que la simetría bilateral. Un tallo de arce y un brote de Angraecum distichum (Fig. 27) pueden servir de ejemplos[2]. En el segundo la traslación está acompañada de reflexión longitudinal y deslizamiento. Naturalmente, la figura no llega hasta el infinito (ni tampoco una banda de ornamentos), pero se puede decir que es potencialmente infinita al menos en una dirección, como si en el curso del tiempo fueran naciendo nuevos segmentos separados entre sí por una yema. Dice Goethe que las colas de los vertebrados parecen aludir a la infinitud potencial de la existencia orgánica. La parte central del escolopéndrido que muestra este dibujo (Fig. 28) posee simetría traslacional casi regular, combinada con simetría bilateral; las operaciones básicas son la traslación de un segmento y la reflexión longitudinal.


  En el tiempo unidimensional, la repetición en intervalos iguales es el principio musical del ritmo. Cuando un brote crece, se puede decir que traduce un ritmo temporal en un ritmo espacial.
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  La reflexión, inversión en el tiempo, juega en música un papel bastante menos importante que el ritmo. Una melodía reproducida al revés cambia su carácter en grado considerable, y a mí, que no soy buen músico, me resulta difícil reconocer la reflexión cuando se usa en la construcción de una fuga; ciertamente, no tiene el efecto espontáneo del ritmo. Todos los músicos coinciden en que el elemento emocional subyacente de la música es un elemento formal fuerte. Es posible que permita algún tratamiento matemático como el que ha tenido éxito en el arte de los ornamentos. Si es así, probablemente no hemos descubierto todavía los útiles necesarios. Esto no debería sorprendernos. Después de todo, los egipcios sobresalieron en el arte ornamental cuatro mil años antes de que los matemáticos descubrieran en el concepto de grupo el instrumento matemático apropiado para el tratamiento de los ornamentos y para la deducción de las posibles clases de simetría. Andreas Speiser, que ha tomado un especial interés en el aspecto teórico de los ornamentos, trató de aplicar principios combinatorios de naturaleza matemática a los problemas formales de la música. Hay un capítulo con este título en su libro Die mathematische Denkweise (Zúrich, 1932). Analiza como ejemplo la sonata pastoral para piano, opus 28, de Beethoven y señala también las investigaciones de Alfred Lorenz sobre la estructura formal de las principales obras de Richard Wagner. En poesía, la métrica está también relacionada con estas cuestiones, y Speiser mantiene que en esto la ciencia ha penetrado mucho más profundamente. En música y en prosodia parece que un principio común es la combinación a a b que a menudo se llama un compás; un tema a se repite seguido del «envoy» b; estrofa, antiestrofa, una epoda en la lírica de los coros griegos. Pero tales esquemas caen difícilmente en el apartado de simetría[3].
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  Volvamos a la simetría en el espacio. Tomemos una banda ornamental cuya sección individual que se repite una y otra vez es de longitud a, y arrollémosla alrededor de un cilindro cuya circunferencia sea un múltiplo entero de a, por ejemplo 25 a. Obtenemos entonces una configuración que se transforma en sí misma por una rotación de a, = 360 °/25 alrededor del eje del cilindro, y por sus repeticiones. La veinticinco repetición es la rotación de 360 °, es decir, la identidad. Obtenemos de esta manera un grupo finito de rotaciones de orden 25, es decir, formado por 25, operaciones. Puede sustituirse el cilindro por cualquier superficie de simetría cilíndrica, esto es, por una que se transforme en sí misma por todas las rotaciones alrededor de cierto eje, por ejemplo por un jarrón. La Fig. 29 muestra un ánfora ática del . período geométrico que expone muchos ornamentos simples de este tipo. Aunque el estilo ya no es geométrico, el principio de simetría es el mismo en este jarrón de Rodas (Fig. 30), de la escuela jónica del siglo VII a. de C. Otras ilustraciones son los capiteles del antiguo Egipto (Fig. 31). Todo grupo finito de rotaciones propias alrededor de un punto O en el plano, o alrededor de un eje en el espacio, contiene una rotación primitiva t cuyo ángulo es una parte alícuota 360 °/n de la rotación completa 360 °, y consta de las iteraciones t1, t2, t3…, tn−1, tn, = identidad. El orden n caracteriza completamente este grupo. Este resultado se deduce del hecho análogo de que cualquier grupo de traslaciones de una recta, siempre que no contenga operaciones arbitrariamente cercanas a la identidad, salvo la identidad misma, consta de las iteraciones νa de una simple traslación a (ν = 0, ± 1, ± 2…).
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  La bóveda de madera del Bardo de Túnez sobre el palacio de los Beyes de Túnez (Fig. 32) puede servir como un ejemplo de arquitectura interior. El siguiente grabado nos lleva a Pisa (Fig. 33); el Baptisterio con la estatua de Juan Bautista en su cima, de apariencia diminuta, es un edificio central en cuyo exterior podemos distinguir seis niveles horizontales con simetría de rotación de diferentes órdenes n. Se puede hacer todavía más impresionante la fotografía si añadimos la torre inclinada con sus seis galerías de arcos con simetría rotacional de orden elevado, y la misma catedral, el exterior de cuya nave exhibe en columnas y frisos configuraciones de tipo de simetría traslacional lineal, mientras la cúpula está rodeada por una columnata con simetría rotacional de orden elevado.
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  Esta perspectiva, simetría central octogonal (n = 8, un valor bajo comparado con los que están incorporados en los varios niveles del Baptisterio de Pisa) nos habla de un espíritu completamente diferente de la catedral románica de Mainz, Alemania (Fig. 34), que está vista desde la parte posterior del coro. Otra vez tenemos repetición de los arcos redondos de los frisos en el pequeño rosetón y en las tres torres, mientras que la simetría bilateral rige la estructura global así como casi todos los detalles pequeños.
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  La simetría circular aparece en su forma más sencilla si la superficie de la simetría cilíndrica completa se reduce a un plano perpendicular al eje. En este caso podemos limitarnos al plano bidimensional de centro O. En los rosetones de las catedrales góticas, con sus cristales de colores, encontramos magníficos ejemplos de esta simetría plana central. El más rico que recuerdo es el rosetón de St. Pierre de Troyes, Francia, todo él basado en el número 3.
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  Las flores, las criaturas más suaves de la naturaleza, son también notables por sus colores y su simetría cíclica. La Fig. 35 es la fotografía de un lirio con su triple polo. La simetría de orden 5 es la más frecuente entre las flores. La página 61, tomada de Kunstformen der Natur (Fig. 36) de Ernst Haeckel, parece indicar que la simetría también aparece con frecuencia entre los animales inferiores. Pero los biólogos me advierten que la apariencia externa de los equinodermos de la clase Ophiodea es engañosa hasta cierto punto; sus larvas están organizadas según el principio de la simetría bilateral. No podemos hacer tal objeción a la siguiente figura de la misma fuente (Fig. 37), una Discomedusa de simetría octogonal, ya que los celentéreos ocupan en la evolución filogenética un lugar en el que la simetría cíclica todavía no ha dado lugar a la simetría bilateral. El extraordinario trabajo de Haeckel, en el cual su interés en las formas concretas de los organismos queda expresado en innumerables dibujos ejecutados hasta el más mínimo detalle, es un verdadero código de simetría. Igualmente reveladores para Haeckel, el biólogo, son los miles y miles de figuras de su Challenger Monograph, en la que describe por primera vez 3508 nuevas especies de radiolarios descubiertas por él en la Challenger Expedition en 1887. Al hablar de este autor deben tenerse presente estas conclusiones por encima de las construcciones filogenéticas demasiado especulativas en las que se complació este apóstol del darvinismo, y por encima de su filosofía materialista superficial del monismo, filosofía que causó sensación en Alemania a finales de siglo.
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  Hablando de Medusae, no puedo resistir la tentación de citar unas cuantas líneas del trabajo clásico de D’Arcy Thompson sobre Growth und Form, una obra maestra de la literatura inglesa, en la que se combinan un conocimiento profundo de la geometría, física y biología con una erudición humanística y una penetración científica de originalidad poco usual. Thompson informa sobre experimentos físicos con gotas en suspensión que sirven para ilustrar por analogía la formación de las medusas. «La medusa viviente —dice— tiene simetría geométrica tan marcada que llega a sugerir la presencia de un elemento físico o mecánico en la creación y crecimiento de las nuevas criaturas. Para empezar, tiene una campana en forma de vórtice o umbrela, con su badajo simétrico o manubrio. La campana está atravesada por canales radiales en cantidad de cuatro o múltiplos de cuatro; su borde está rodeado de tentáculos, a veces lisos y a veces festoneados, en intervalos regulares y de varios tamaños; y ciertas estructuras sensoriales incluyendo concreciones sólidas u «otolitos» están esparcidas simétricamente. Tan pronto como está formado, empieza a pulsar; la campana empieza a sonar. Las yemas, réplicas en miniatura del organismo materno, pueden aparecer muy bien en los tentáculos, en el manubrio o a veces en el borde de la campana; nos parece ver un vórtice produciendo otros delante de nuestros ojos. El desarrollo de un medusoide merece estudiarse desde este punto de vista sin prevenciones. Los diminutos medusoides de Obelia se forman con tal rapidez y tan completa perfección, que nos sugieren un acto de conformación automático y casi instantáneo, en lugar de un proceso de crecimiento gradual».
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    FIG. 36.

  


  Mientras que la simetría pentagonal es frecuente en el mundo orgánico, no la encontramos entre las creaciones más perfectamente simétricas de la naturaleza inorgánica, entre los cristales. Aquí no son posibles otras simetrías rotacionales que las de orden 2, 3, 4 y 6. Los cristales de nieve nos dan los especímenes mejor conocidos de simetría hexagonal. La Fig. 38 nos da algunas de estas pequeñas maravillas del agua helada. En mi juventud, cuando caían del cielo alrededor de las Navidades cubriendo el paisaje, eran el gozo de viejos y jóvenes. Ahora sólo gustan a los esquiadores, siendo la abominación de los motoristas. Los que conozcan la literatura inglesa recordarán el singular relato de Sir Thomas Browne en su Garden of Cyrus (1658) de simetría hexagonal y «quincuncial» que «declara perfectamente cómo la naturaleza geometrizó y observó orden en todas las cosas». Los que conozcan la literatura alemana recordarán cómo describe Thomas Mann en La montaña mágica[4] la «hexagonale Unwesen» de la tormenta de nieve, en la que el protagonista Hans Castorp casi perece dormido por cansancio, y apoyado contra un establo sueña su sueño profundo de amor y muerte. Una hora antes de que Hans emprendiera su injustificada expedición sobre esquís, disfruta con el juego de los copos «y entre estas miríadas de estrellas mágicas —filosofa— en su impenetrable esplendor sagrado, invisible y en modo alguno destinado a la mirada humana, ninguna era semejante a la otra. Un ardor infinito de inventor en la transformación y el desarrollo refinado de un solo y mismo tema fundamental, el hexágono de lados y ángulos iguales reinaba allí; pero, en ellos mismos, cada uno de esos fríos productos era de una uniformidad absoluta y de una regularidad glacial, y precisamente en esto estaba lo inquietante, lo antiorgánico y lo hostil a la vida. Eran demasiado regulares, la sustancia organizada no llegaba jamás a este grado, la vida repugnaba una precisión tan exacta que juzgaba mortal, era el misterio mismo de la muerte, y Hans Castorp creía comprender por qué las construcciones de los tiempos de la antigüedad habían, expresamente y en secreto, previsto ciertas infracciones a la simetría en la disposición de sus columnas[5]».


  
    [image: figura37]


    FIG. 37.

  


  Hasta ahora solamente hemos prestado atención a las rotaciones propias. Si tomamos en consideración rotaciones impropias tenemos las dos posibilidades siguientes para grupos finitos de rotaciones alrededor del centro O en geometría plana, posibilidades que corresponden a las dos que hemos encontrado de simetría ornamental sobre una recta: (l.º) el grupo consta de las repeticiones de una única rotación propia de ángulo una parte alícuota a α = 360 °/n de 360 °; (2.º) el grupo de estas rotaciones combinadas con las reflexiones en n ejes que forman ángulos de α/2. El primer grupo se llama grupo cíclico Cn y el segundo grupo diedral Dn, Las únicas simetrías centrales en dimensión dos son, pues:


  (1)C1, C2, C3, …, D1, D2, D3 …


  C1 significa ausencia total de simetría, D1 simetría bilateral y nada más. En arquitectura la simetría más frecuente es la de orden 4. Las torres tienen a menudo simetría hexagonal. Los edificios centrales con simetría de orden 6 son mucho menos frecuentes. El primer edificio puramente central posterior a la Antigüedad —S. Maria degli Angeli en Florencia (empezado en 1434)— es un octógono. Los pentágonos son muy raros. Cuando en 1937 di una conferencia sobre simetría en Viena, conocía un solo ejemplo y de muy poca vistosidad, el pasadizo que va de San Michele di Murano (Venecia) a la Capella Emiliana hexagonal. Hoy tenemos, naturalmente, el edificio del Pentágono en Washington. Por su tamaño y su forma característica proporciona un buen blanco a los bombarderos.
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    FIG. 38.

  


  Leonardo da Vinci se dedicó a determinar sistemáticamente las posibles simetrías de un edificio central, y la forma de insertar capillas y nichos sin alterar la simetría del núcleo. Con la terminología moderna abstracta, su resultado es, esencialmente, la anterior tabla de posibles grupos finitos de rotaciones (propias e impropias) en dos dimensiones.
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  Hasta aquí, la simetría rotacional en el plano ha ido siempre acompañada de simetría de reflexión; he mostrado bastantes ejemplos del grupo diedral Dn y ninguno del grupo cíclico más sencillo Cn Pero esto es más o menos accidental. Tenemos aquí dos flores, un geranio (I) (Fig. 39) con grupo de simetría D5 y una Vinca herbácea (II) que debido a la asimetría de sus pétalos tiene el grupo de simetría más restringido C5. La figura 40 muestra lo que es quizás la figura más sencilla con simetría rotacional, el trípode (n = 3). Si queremos eliminar las simetrías de reflexión, ponemos pequeñas banderas sobre los brazos y obtenemos el triquetrum, un viejo símbolo mágico. Los griegos, por ejemplo, lo usaban con la cabeza de la Medusa en su centro como símbolo de Sicilia con sus tres puntas. (Los matemáticos están familiarizados con él, ya que viene como sello en la cubierta del Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo). La variante con cuatro brazos en lugar de tres es la esvástica, que no hace falta mostrar aquí, y que es uno de los más primitivos símbolos de la humanidad, posesión común de varias civilizaciones aparentemente independientes. En mi conferencia sobre simetría en Viena, en otoño de 1937, poco tiempo antes de que las hordas de Hitler ocuparan Austria, añadí sobre la esvástica: «En nuestros días se ha convertido en el símbolo de un terror mucho más terrible que el de la cabeza de la Medusa ceñida de serpientes». Y se desencadenó un estruendo de aplausos y abucheos en el auditorio. Parece que el origen del poder mágico que se atribuye a estas figuras está en su llamativa simetría incompleta, formada por rotaciones sin reflexiones.
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  Aquí tenemos la escalera elegantemente diseñada del púlpito de la catedral de S. Esteban de Viena (Fig. 41); un triquetrum alterna con un arco del tipo de la esvástica.


  Hasta aquí hemos tratado la simetría rotacional en el plano. Si consideramos configuraciones que pueden ser infinitas, como las bandas ornamentales, o grupos infinitos, las operaciones respecto de las cuales la figura es invariante no son ya necesariamente congruencias sino que pueden ser semejanzas. Una semejanza en dimensión uno que no sea una traslación tiene un punto fijo O y es una dilatación s de centro O de razón a: 1, con a ≠ 1. No es restrictivo suponer a > 0. La repetición indefinida de esta operación genera un grupo Σ formado por las dilataciones


  (2)sn(n = 0, ± 1, ± 2, … ).


  La concha de la Turritella duplicata es un buen ejemplo de este tipo de simetría (Fig. 42). Es muy notable la exactitud con que siguen la ley de la progresión geométrica las anchuras de las sucesivas espiras.
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  Las manecillas de algunos relojes tienen una rotación uniforme, otras saltan de minuto en minuto. Las rotaciones por un número entero de minutos forman un subgrupo discontinuo del grupo continuo de todas las rotaciones y es natural considerar una rotación s y sus repeticiones (2) como elementos de un grupo continuo. Podemos aplicar este punto de vista a cualquier semejanza de dimensión 1, 2 o 3, y a cualquier transformación s. Un movimiento de una sustancia que llene un volumen (un «fluido») que tenga lugar con continuidad puede describirse matemáticamente por una transformación U (t, t’) que lleva cualquier punto P, del fluido en el momento t a su posición Pt en el instante t’. Estas transformaciones forman un grupo uniparamétrico si U (t, t’) depende solamente de la diferencia de tiempos t − t’, U (t, t’)  = S (t — t’), es decir, si en los mismos intervalos de tiempo se repite el mismo movimiento. Entonces el fluido tiene un «movimiento uniforme». La sencilla ley de grupo


  S(t1)S(t2) = S(t1 + t2)


  expresa que los movimientos durante dos intervalos de tiempo consecutivos t1, t2 dan lugar al movimiento durante el tiempo t1 + t2. El movimiento durante 1 minuto es una cierta transformación s = S(1) y para todos los enteros n el movimiento ocurrido durante n minutos es S (n): el grupo discontinuo Σ formado por las repeticiones de s queda sumergido en el grupo continuo dependiente del parámetro t formado por las transformaciones S (t). Se puede decir que el movimiento continuo consiste en la repetición sin fin del mismo movimiento infinitesimal en intervalos de tiempo de igual longitud infinitamente pequeña.
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  Hubiésemos podido aplicar esta consideración tanto a las rotaciones de un disco plano como también a las dilataciones. Pensemos ahora en una semejanza propia cualquiera s, es decir, una que no cambie el sentido de derecha e izquierda. Si suponemos que no es una traslación pura, tendrá un punto fijo 0 y estará formada por una rotación alrededor de 0 seguida de una dilatación de centro 0. Puede obtenerse como S(1), estado alcanzado por un proceso continuo S(t) de rotación y dilatación combinadas, al cabo de 1 minuto. Este proceso mueve un punto 0 a lo largo de una espiral llamada logarítmica o equiangular. Esta curva comparte, pues, con la línea recta y el círculo la propiedad importante de ser invariante por un grupo continuo de semejanzas. Las palabras con las que James Bernoulli adornó la spira mirabilis de su lápida en el Münster de Basilea, «Eadem mutata resurgo», son una expresión grandilocuente de esta propiedad. La línea recta y el círculo son casos límites de la espiral logarítmica, que aparecen cuando en la combinación rotación más dilatación una de las dos componentes se reduce a la identidad. Los estados Pn alcanzados por el proceso en los tiempos


  (3) t = n = … , −2, −1, 0, 1, 2, …


  forman el grupo que consta de las iteraciones (2). La conocida concha de Nautilus (Fig. 43) muestra esta clase de simetría con una perfección sorprendente. Vemos aquí, no tan sólo la espiral logarítmica continua, sino también la sucesión potencialmente infinita de cámaras que tiene una simetría descrita por el grupo discontinuo Σ. A toda persona que mire la figura de este girasol gigante, Heliantus maximus (Fig. 44), le parecerá que las florecillas se disponen de forma natural en espirales logarítmicas, y en dos conjuntos de espirales enrolladas en sentidos opuestos.
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  El movimiento rígido más general en el espacio de tres dimensiones es el movimiento helicoidal s, combinación de una rotación alrededor de un eje con una traslación a lo largo del mismo eje. Bajo el efecto del correspondiente movimiento uniforme continuo, cualquier punto que no esté en el eje describe una hélice de la que naturalmente se puede decir con los mismos derechos que la espiral logarítmica: eadem resurgo. Las etapas Pn que el punto móvil alcanza en los momentos equidistantes (3) están equidistribuidas sobre la hélice igual que los peldaños de una escalera de caracol. Si el ángulo de rotación de la operación s es una fracción μ / ν de la rotación completa de 360 °, expresable en términos de enteros pequeños, μ, ν entonces cada ν-ésimo punto de la sucesión Pn está en la misma vertical, y se necesitan μ giros completos de la hélice para obtener el punto Pn + ν a partir del punto Pn. Las hojas alrededor del tallo de una planta muestran bastantes veces esta disposición espiral regular. Goethe habló de una tendencia espiral en la naturaleza y este fenómeno, bajo el nombre de filotaxis, ha sido objeto de muchas investigaciones y muchas especulaciones entre los botánicos, desde los días de Charles Bonnet (1754)[6]. Se ha encontrado que las fracciones μ / ν que representan esta disposición espiral de las hojas, muchas veces son términos de la «sucesión de Fibonacci»


  (4)1/1, 1/2, 2/3, 3/5, 5/8, 813, 13/21, 21/34, … ,





  que se obtiene del desarrollo en fracción continua del número irracional 1/2(√5 − 1). Este número no es otro que la relación conocida por aura sectio que ha jugado un gran papel en todos los intentos de reducir la belleza de la proporción a una fórmula matemática. El cilindro en el que se enrolla la espiral puede sustituirse por un cono; esto significa cambiar el movimiento helicoidal s por una semejanza propia, una rotación combinada con una dilatación. La disposición de las escamas de una pifia cae bajo esta forma un poco más general de simetría de la filotaxis. La transición de cilindro a disco pasando por el cono es elemental, y viene ilustrada por el tallo cilíndrico de una planta con sus hojas, una pifia con sus escamas, y la inflorescencia discoidal del Heliantus con sus flores. Donde mejor se pueden comprobar los números (4) es en la disposición de las escamas de una pifia, pero la precisión no es demasiado buena con frecuentes desviaciones. P. G. Tait, en los Proceedings of the Royal Society of Edinburgh (1872), ha tratado de dar una explicación sencilla, mientras que A. H. Church en su voluminoso tratado Relations of phyllotaxis to mechanical laws (Oxford, 1901-1903) ve en la aritmética de la filotaxis un misterio orgánico. Me temo que los botánicos modernos se tomen la doctrina de la filotaxis menos en serio que sus antepasados.


  Aparte de la reflexión, todas las simetrías hasta ahora consideradas vienen descritas por un grupo formado por las repeticiones de una operación s. En un caso, que sin duda es el más importante, el grupo resultante es finito, a saber, si tomamos como s una rotación de ángulo α = 360 ° / n que sea una parte alícuota de la rotación completa de 360 °. En el plano de dos dimensiones no hay más grupos finitos de rotaciones propias; observemos la primera línea C1, C2, C3, … de la tabla de Leonardo (1). Las figuras más simples que tienen las simetrías correspondientes son los polígonos regulares: el triángulo equilátero, el cuadrado', el pentágono regular, etc. El hecho de que para cada número n = 3, 4, 5… exista un polígono regular de n lados está íntimamente relacionado con la existencia, para cada n, de un grupo de rotaciones en la geometría plana de orden n. Ambos hechos no tienen nada de triviales. Sin embargo, la situación en tres dimensiones es enteramente diferente: no existe una infinidad de poliedros regulares en el espacio de tres dimensiones, sino solamente cinco, que se llaman sólidos platónicos por el papel eminente que jugaron en la filosofía natural de Platón. Son el tetraedro regular, el cubo, el octaedro, el dodecaedro, cuyas caras son doce pentágonos regulares, y el icosaedro limitado por veinte triángulos regulares. Podemos decir que la existencia de los tres primeros es un hecho geométrico bastante trivial. Pero el descubrimiento de los dos últimos es ciertamente uno de los más bellos y singulares de toda la historia de las matemáticas. Con una cierta seguridad se puede atribuir a las colonias griegas del sur de Italia. Se ha sugerido que el dodecaedro se obtuvo por abstracción a partir de cristales de pirita, mineral sulfuroso abundante en Sicilia. Pero, tal como dije antes, la simetría de orden 5 tan característica del dodecaedro regular contradice las leyes de la cristalografía y nos encontramos que los pentágonos que limitan los dodecaedros en los que la pirita cristaliza tienen cuatro lados iguales y uno diferente. La primera construcción exacta del dodecaedro regular se debe probablemente a Teeteto. Hay evidencias de que los dodecaedros se usaban como dados en Italia en tiempos muy remotos, y tenían algún significado religioso en la cultura etrusca. Platón, en su diálogo Timeo asocia la pirámide regular, el octaedro, el cubo y el icosaedro con los cuatro elementos de fuego, aire, tierra y agua (en este orden), mientras que en el dodecaedro ve de alguna forma la imagen del universo como un todo. A. Speiser ha sostenido la opinión de que la construcción de los cinco sólidos regulares es el objeto principal del sistema deductivo de geometría erigido por los griegos y canonizado en los Elementos de Euclides. Tengo que mencionar, sin embargo, que los griegos nunca usaron la palabra simétrico en el sentido moderno. En el uso común σύμμετρος significa proporcionado, mientras que en Euclides es equivalente a conmensurable: el lado y la diagonal de un cuadrado son cantidades inconmensurables. ἀσύμμετρα μεγέθη.
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  Viene a continuación una página de Challenger monograph de Haeckel (Fig. 45) en la que se ven los esqueletos de varios radiolarios. Los números 2, 3 y 5 son un octaedro, un icosaedro y un dodecaedro en una forma sorprendentemente regular; el número 4 parece tener una simetría inferior.


  Kepler, en su Mysterium cosmographicum publicado en 1595, mucho antes de que descubriera las tres leyes que llevan su nombre, intentó reducir las distancias del sistema planetario a los cuerpos regulares alternativamente inscritos y circunscritos a esferas. La Fig. 46 es su construcción, con la que creyó haber penetrado profundamente en los secretos del Creador. Las seis esferas corresponden a los seis planetas, Saturno, Júpiter, Marte, Tierra, Venus, Mercurio, separados en este orden por cubo, tetraedro, dodecaedro, octaedro e icosaedro. (Kepler, naturalmente, no conocía los tres planetas exteriores, Urano, Neptuno y Plutón, que fueron descubiertos en 1791, 1846 y 1930, respectivamente). Trata de encontrar las razones por las que el Creador ha escogido este orden de los cuerpos platónicos y traza paralelismos entre las propiedades de los planetas (más astrológicas que astrofísicas) y las de los correspondientes cuerpos regulares. Concluye su libro un potente himno en el que proclama su credo «Credo spantioso numen in orbe». Todavía compartimos su creencia en la armonía matemática del universo. Pero ya no buscamos esta armonía en las formas estáticas como los sólidos regulares, sino en las leyes dinámicas.
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  De la misma manera que los polígonos regulares están relacionados con los grupos finitos de rotaciones planas, también los poliedros regulares están en íntima conexión con ciertos grupos finitos de rotaciones propias del espacio de centro O. Del estudio de las rotaciones planas obtenemos inmediatamente dos tipos de rotaciones propias en el espacio. Claro está, el grupo Cn de rotaciones alrededor de un centro 0 en un plano horizontal puede interpretarse como formado por rotaciones alrededor de un eje vertical que pasa por O. En el plano horizontal, la reflexión en una recta l se convierte en el espacio en una rotación de 180 ° alrededor de l (Umklappung). Podemos recordar que mencionábamos este movimiento al analizar una figura sumeria (Fig. 4). De esta manera, el grupo Dn del plano horizontal se convierte en el grupo D’n de rotaciones propias en el espacio; contiene las rotaciones alrededor de un eje vertical que pasa por 0  en múltiples de 360 °/ n y las Umklappungen alrededor de n ejes horizontales por el punto O que forman ángulos de 360 °/ 2n. Debe observarse que el grupo D’1 y el grupo C2 constan de la identidad y de la Umklappung alrededor de una recta. Estos dos grupos son por tanto idénticos y en una lista completa de los diferentes grupos de rotaciones propias en tres dimensiones, debe omitirse D’1 si se deja C2. Nuestra lista comienza así:
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  D’2 es un grupo llamado «grupo de cuatro»[*] y está formado por la identidad y las Umklappungen alrededor de tres ejes perpendiculares dos a dos.


  Para cada uno de los cuerpos regulares podemos construir el grupo de las rotaciones propias que dejan el cuerpo invariante. ¿Se obtendrán cinco nuevos grupos? No, solamente tres; y esto por la siguiente razón: inscribamos una esfera en un cubo y un octaedro en la esfera, de manera que los vértices del octaedro estén en los puntos de tangencia de las caras del cubo, es decir, en los centros de las seis caras cuadradas. (La Fig. 47 muestra la construcción análoga en dimensión dos). En esta posición el octaedro y el cubo son figuras polares en el sentido de la geometría proyectiva. Es evidente que cualquier rotación que transforme el cubo en sí mismo también deja invariante el octaedro y viceversa. Así pues, el grupo del octaedro es el mismo que el grupo del cubo. Del mismo modo el dodecaedro y el icosaedro son figuras polares. La figura polar de un tetraedro regular es otro tetraedro regular cuyos vértices son los antípodas de los vértices del primero. Encontramos tres nuevos grupos de rotaciones propias, T, W y P; son los que dejan invariante el tetraedro, el cubo (u octaedro) y el dodecaedro (o icosaedro), respectivamente. Sus órdenes, es decir, el número de operaciones de cada uno de ellos, son 12, 24 y 60.
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  Puede demostrarse con un análisis relativamente sencillo (Apéndice A) que con la adición de estos tres grupos nuestra tabla está completa:
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  Ésta es la equivalencia moderna de la tabulación de los poliedros regulares hecha por los griegos. Estos grupos, y en particular los tres últimos, son una materia de inmenso atractivo para la investigación geométrica?


  ¿Qué otras posibilidades surgen si se admiten las rotaciones impropias en los grupos? La cuestión se responde mejor usando una rotación impropia especial que es la reflexión en O; transforma todo punto P en su antípoda P’ con respecto a O, que se halla uniendo O con P y prolongando la línea recta OP en una longitud igual a PO, OP = P’O. Esta operación Z conmuta con todas las rotaciones S, SZ = ZS. Sea ahora Γ uno de los grupos finitos de rotaciones de la tabla anterior. Una forma de adjuntar las rotaciones impropias es simplemente adjuntar Z, o más precisamente, añadir a las rotaciones propias S de Γ todas las rotaciones impropias de la forma ZS (con S de Γ). El orden del grupo Γ = Γ+ZΓ así obtenido es el doble del de Γ. Otra forma de incluir rotaciones impropias sale de esta situación: supongamos que Γ está contenido en otro grupo Γ’ de rotaciones propias, como subgrupo de índice 2, de manera que la mitad de los elementos de Γ’, que llamaremos S, estén en Γ, y la otra mitad, que llamaremos S’, no estén. Cambiemos estos últimos por las rotaciones impropias ZS’. De esta forma obtenemos un grupo Γ’Γ que contiene Γ y tal que la otra mitad de operaciones son impropias. Por ejemplo, Γ = C’n es un subgrupo de índice 2 de Γ = D’n; las operaciones de D’n no contenidas en Cn son las Umklappungen alrededor de n ejes horizontales. Las correspondientes ZS’ son las reflexiones en los .planos verticales perpendiculares a estos ejes. Por tanto Dn Cn está formado por las rotaciones alrededor de un eje vertical, con ángulos múltiplos de 360 °/n, y por las reflexiones en planos que pasan por este eje y que forman ángulo de 360 °/2n. Podría decirse que éste es el grupo que antes llamábamos Dn. Otro ejemplo, el más sencillo de todos: Γ = C1 está contenido en Γ’ = C2. La única operación S’ de C2 no contenida en C1 es la rotación de 180 ° alrededor del eje vertical; ZS’ es la reflexión en el plano horizontal que pasa por O. Por tanto C2C1 es el grupo formado por la identidad y por la reflexión en un plano dado; en otras palabras, el grupo que se refiere a la simetría bilateral.


  Los dos métodos descritos son los únicos que permiten añadir rotaciones impropias a los grupos de la tabla (5). (Para una demostración, véase el Apéndice B.) Se obtiene, pues, la tabla completa de todos los grupos finitos de rotaciones propias e impropias:


  Cn, Cn, C2nCn (n = 1, 2, 3…)


  D’n, D’n, D’nCn, D’2n D’n (n = 2, 3…)


  T, W, P; T, W, P; W T.


  La existencia del último grupo W T es posible gracias a que el grupo T del tetraedro es un subgrupo de índice 2 del grupo del octaedro W.


  


  
    
  


  Simetría ornamental


  Simetría ornamental


  Esta conferencia tendrá un carácter más sistemático que la precedente, tanto más cuanto que se dedicará a una clase especial de simetría geométrica, la más complicada e interesante desde todos los puntos de vista. En dos dimensiones se relaciona con el arte de los ornamentos de superficies, «y en tres dimensiones caracteriza la disposición de los átomos en un cristal. La llamaremos simetría ornamental o cristalográfica.


  Empecemos con el motivo ornamental bidimensional que seguramente se ve con más frecuencia que cualquier otro, tanto en el arte como en la naturaleza: la configuración hexagonal, usada tan a menudo en los suelos embaldosados de los cuartos de baño. La vemos aquí (Fig. 48) en un panal de abejas comunes. Las celdas de las abejas tienen forma prismática y la fotografía está tomada en la dirección de los prismas. En realidad un panal consta de dos capas de células de este tipo, con las células de una capa mirando hacia un lado y las de la otra mirando al otro. La forma como encajan los extremos internos de estas dos capas es un problema espacial que trataremos dentro de poco. De momento estamos estudiando la disposición bidimensional. Si apilamos perdigones o bolas en un montón, quedarán dispuestas en una configuración análoga a la hexagonal. En dos dimensiones el problema es empaquetar círculos iguales lo más compactamente posible. Empezamos con una fila horizontal de círculos tocándose mutuamente. Si dejamos caer desde arriba otro círculo sobre esta fila horizontal, se quedará entre dos círculos adyacentes de la fila, formando los tres centros un triángulo equilátero. Desde este círculo superior se obtiene una segunda fila formada por círculos que se apoyarán en los inmediatos de la primera fila (Fig. 49), y así sucesivamente. Los círculos dejan pequeños espacios entre ellos. Las tangentes a las circunferencias trazadas por los puntos en que cada una de ellas toca a las seis circundantes forman un hexágono regular que circunscribe la circunferencia, y si reemplazamos cada círculo por el hexágono así obtenido, nos encontramos con una configuración de hexágonos que llenan todo el plano.
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    FIG. 48.

  


  Según las leyes de la capilaridad, una película de jabón formada sobre un contorno de alambre fino adopta la forma de una superficie mínima; es decir, tiene área mínima entre todas las superficies con el mismo contorno. Una pompa de jabón en la que se insufla una pequeña cantidad de aire adopta forma esférica, ya que la esfera abarca un volumen dado con una superficie mínima. No es, pues, sorprendente que una espuma bidimensional de burbujas se disponga en una configuración hexagonal, ya que entre todas las divisiones del plano en partes de igual área, ésta es la única cuya red de contornos tiene longitud mínima. Suponemos aquí que el problema se ha reducido a dimensión dos al manejar una sola capa horizontal de burbujas, por ejemplo, entre dos placas de vidrio. Si estas vesículas tuviesen una corteza (una capa epidérmica, como dirían los biólogos), observaríamos que estaría formada por arcos circulares formando ángulo de 120 ° con la pared de la célula adyacente y el arco siguiente, tal como exige la ley de la longitud mínima. Después de esta explicación, no podemos sorprendernos al encontrar la configuración hexagonal en tan diferentes estructuras, como por ejemplo el parénquima de maíz (Fig. 50), el pigmento de la retina de nuestros ojos, la superficie de muchas diatomeas, de las que muestro aquí un bello ejemplar (Fig. 51), y finalmente las colmenas. Las abejas, que son todas casi del mismo tamaño, construyen sus celdas girando dentro de ellas, y adoptan la forma del empaquetamiento más compacto de cilindros circulares paralelos, que en sección aparece como la configuración hexagonal de círculos. Mientras las abejas están trabajando, la cera está en un estado semifluido y las fuerzas de capilaridad (probablemente más fuertes que las presiones ejercidas desde dentro por los cuerpos de las abejas) transforman los círculos en hexágonos circunscritos (cuyos vértices conservan aún algunos vestigios de la forma circular).
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  Podemos comparar con el parénquima de maíz este tejido celular artificial (Fig. 52) formado por difusión en gelatina de gotas de una disolución de ferrocianuro potásico. La regularidad deja bastante que desear; en algunos lugares se ha colado un pentágono en lugar de un hexágono. Aquí hay otros dos tejidos artificiales de configuración hexagonal (Figuras 53 y 54) tomados al azar en un reciente número de Vogue (febrero de 1951). El esqueleto silíceo de uno de los radiolarios de Haeckel, que él llamó Aulonia hexagona (Fig. 55), parece exhibir una configuración hexagonal casi regular, extendida no en un plano sino sobre una esfera. Pero es imposible que una red hexagonal recubra una esfera, según una fórmula fundamental de topología. Esta fórmula se refiere a una partición arbitraria de la esfera en regiones que limitan entre sí según ciertos bordes. Dice que el número A de regiones, el número E de bordes y el número C de vértices (en los que se juntan como mínimo tres regiones) satisface la relación  A + C − E = 2. Pero en una red hexagonal tenemos E = 3 A, C = 2 A y por tanto A + C − E = 0. Vemos que, con toda seguridad, algunas de las mallas de la red del Aulonia deben ser pentágonos en lugar de hexágonos.
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  Del empaquetamiento más compacto de círculos en el plano pasamos al empaquetamiento más denso de esferas o bolsas en el espacio. Comenzamos con una bola y un plano, el «plano horizontal» que pasa por su centro. En el empaquetamiento más denso, esta bola tocará a otras doce («como las semillas de una granada», como dice Kepler) seis en el plano horizontal, tres encima y tres debajo[1]. Si es imposible la penetración mutua bajo expansión uniforme a partir de los centros, las bolas en esta disposición pasarán a dodecaedros rómbicos que llenarán todo el espacio. Obsérvese que cada uno de los dodecaedros no es un sólido regular, en tanto que en el correspondiente problema bidimensional resultó un hexágono regular. Las celdas de las abejas constan de la mitad inferior de un dodecaedro de este tipo con los seis lados verticales prolongados formando un prisma hexagonal con un extremo abierto. Se ha escrito mucho sobre el tema de la geometría del panal de abejas. Los singulares hábitos sociales de las abejas y sus talentos geométricos no podían dejar de atraer la atención y excitar la admiración de los observadores humanos. «Mi casa —dice la abeja en Las mil y una noches— está construida según las leyes de la más severa arquitectura; y el mismo Euclides puede aprender del estudio de la geometría de mis celdas». Parece que el primero que realizó mediciones con cierta exactitud fue Maraldi en 1712. Encontró que los tres rombos de la base de la celda forman ángulos obtusos α de cerca de 110 ° y que los ángulos β que forman con las paredes del prisma tienen este mismo valor. Se planteó entonces la cuestión geométrica de cuál tenía que ser el ángulo a del rombo para coincidir exactamente con el ángulo β. Encontró α = β = 109 ° 28’, y supuso que las abejas habían resuelto este problema geométrico. Cuando se introdujeron los principios de mínimo en el estudio de las curvas y en la mecánica, no pareció descabellada la idea de que el valor de a estaba determinado por el ahorro de cera. Con cualquier otro ángulo se hubiese necesitado más cera para formar celdas del mismo volumen. Esta conjetura de Réamur fue confirmada por el matemático suizo Samuel Koenig que tomó el valor teórico de Maraldi en lugar del que había sido medido, y encontró que su propio valor teórico basado en el principio del mínimo solamente se desviaba del anterior en 2’ (debido a un error de las tablas que usó para calcular y √2), y concluyó que las abejas cometían un error menor de 2’ en la solución de su problema del mínimo, error que según él estaba más allá del alcance de la geometría clásica y requería los métodos de Newton y Leibniz. La subsiguiente discusión en la Academia Francesa fue resumida por Fontenelle, su secretario perpetuo, en un famoso escrito en el que negaba a las abejas la inteligencia de Newton o Leibniz, pero concluía que al usar las matemáticas superiores, dichos insectos obedecían los mandatos divinos. En rigor, las celdas no son tan regulares como supuso Koenig y sería dificultoso medir los ángulos con exactitud de unos cuantos grados. Pero más de cien años más tarde Darwin todavía habló de la arquitectura de las abejas como «el más maravilloso de los instintos conocidos» y añadió: «La selección natural (que ahora ha sustituido al mandato divino) no puede ir más lejos de este estadio de perfección; por lo que vemos, los panales de las colmenas son absolutamente perfectos en el ahorro de trabajo y cera».
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  Al truncar en forma simétrica conveniente los seis vértices de un octaedro, se obtiene un poliedro limitado por seis cuadrados y seis hexágonos. Este tetrecaidecaedro era conocido de Arquímedes y fue redescubierto por el cristalógrafo ruso Fedorov. Con copias de este sólido convenientemente dispuestas es posible llenar todo el espacio sin superposiciones ni espacios vacíos, al igual que con el dodecaedro rómbico (Fig. 56). Lord Kelvin, en sus Baltimore Lectures, demostró que en aquel sólido pueden deformarse las caras y curvar las aristas de manera que satisfaga la condición de área mínima. Hecho así, la partición del espacio en tetrecaidecaedros iguales y paralelos da una mejor economía de superficie en relación al volumen que los dodecaedros rómbicos de caras planas. Estoy inclinado a pensar que la configuración de lord Kelvin da el mínimo absoluto; pero, que sepamos, nunca ha sido demostrado.
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  Volvamos del espacio de tres dimensiones al plano bidimensional, y ocupémonos de una investigación más sistemática de la simetría doblemente infinita. Primeramente tenemos que precisar esta noción. Como antes se dijo, las traslaciones o desplazamientos paralelos del plano forman un grupo. Una traslación 𝖆 puede describirse completamente fijando el punto A’ en que transforma un puntó dado A. La traslación de vector BB→ ’ es la misma que la de vector AA’→ si BB’→ y AA→’ son paralelos y de la misma longitud. La composición de traslaciones se designa usualmente por el signo +. Así pues, 𝖆 + 𝖇 es la traslación resultante de aplicar primero 𝖆 y luego 𝖇. Si a aplica A en B y 𝖇 aplica B en C, entonces 𝖆 + 𝖇 aplica A en C y viene dada por el vector diagonal AC→ del paralelogramo ABCD. Se verifica AD→ = BC→ = 𝖇), y DC = AB = 𝖆 (Fig. 57) y por tanto se tiene la propiedad conmutativa 𝖆 + 𝖇 = 𝖇 + 𝖆 en la composición de traslaciones, o como también se dice, en la adición de vectores. Esta suma de vectores no es otra cosa que la ley por la que dos fuerzas 𝖆, 𝖇 se componen para dar lugar a una resultante 𝖆 + 𝖇 = 𝖈 según lo que se llama paralelogramo de fuerzas. Tenemos la identidad o vector nulo o que aplica todo punto en sí mismo, y cada traslación 𝖆 tiene una inversa —𝖆 tal que 𝖆 + (−𝖆) = 𝖔— Es obvio que 2𝖆, 3𝖆, 4𝖆, … significan 𝖆 + 𝖆, 𝖆 + 𝖆 + 𝖆, … etc. La regla general por la que se define, para cada entero n, el múltiplo n𝖆, viene expresada por las fórmulas


  (n + 1)𝖆 = (n𝖆) + 𝖆 y 0𝖆 = 𝖔.


  El vector 𝖇 = 1/3𝖆 es la única solución de la ecuación 3𝖇 = 𝖆. Es pues evidente el significado de λ𝖆 si λ es cualquier fracción m/n con numerador y denominador enteros, como por ejemplo 2/3 o —⁠6/13; y por continuidad podemos entender lo que significa λ𝖆 para cualquier número real λ, racional o irracional. Dos vectores 𝖊1, 𝖊2 son linealmente independientes si ninguna combinación lineal de ellos x1𝖊1 + x2𝖊2 es el vector nulo 𝖔, a menos que los dos números reales x1 y x2 sean nulos. El plano es bidimensional porque todo vector 𝖗 puede representarse de forma única como combinación lineal x1𝖊1 + x2𝖊2 de dos vectores independientes dados 𝖊1, 𝖊2. Los coeficientes de esta combinación lineal x1, x2 se llaman coordenadas de 𝖗 respecto de la base (𝖊1, 𝖊2). Después de fijar un punto O como origen y una base vectorial (𝖊1, 𝖊2), podemos hacer corresponder a cada punto X dos coordenadas por medio de la expresión OX→ = x1𝖊1 + x2𝖊2 y viceversa, estas coordenadas determinan la posición de X en «sistema de coordenadas» (O, 𝖊1, 𝖊2).


  Siento que tengamos que torturarnos con estos elementos de geometría analítica. El propósito de este invento de Descartes no es otra cosa que dar nombres a los puntos del plano de manera que podamos distinguirlos y reconocerlos. Tiene que hacerse de forma sistemática, ya que hay una infinidad de puntos; y es tanto más necesario cuanto que los puntos, contrariamente a las personas, son completamente iguales entre sí y solamente los podemos distinguir si les ponemos etiquetas. Los nombres que empleamos no son otra cosa que los pares de puntos (x1, x2).


  Además de la ley conmutativa, la adición de vectores — y en realidad la composición de transformaciones cualesquiera —satisface la propiedad asociativa


  (𝖆 + 𝖇) + 𝖈 = 𝖆 + (𝖇 + 𝖈).


  La multiplicación de vectores 𝖆, 𝖇, 𝖈, … por números reales λ, μ, … verifica la propiedad


  λ(μ𝖆) = (λμ)𝖆


  y las dos leyes distributivas


  
    (λ + μ)𝖆 = (λ𝖆) + (μ𝖆)


    λ(𝖆 + 𝖇) = (λ𝖆) + (λ𝖇).

  


  Podemos preguntarnos cómo cambian las coordenadas (x1, x2) de un vector 𝖗 al pasar de una base 𝖊1, 𝖊2 a una base (𝖊’1, 𝖊’2). Los (𝖊’1, 𝖊’2), se pueden expresar en términos de 𝖊1, 𝖊2 y viceversa


  (1) 𝖊’1 = a11𝖊1 + a21𝖊2, 𝖊’2 = a12𝖊1 + a22𝖊2


  y


  (1’) 𝖊1 = a’11𝖊’1 + a’21𝖊’2, 𝖊2 = a’12𝖊’1 + a’22𝖊’2.


  Representemos un vector arbitrario 𝖗 en términos de una y otra base:


  𝖗 = x1𝖊1 + x2𝖊2 = x’1𝖊’1 + x'2𝖊’2.


  Sustituyendo (1) en 𝖊’1, 𝖊’2 o (1’) en 𝖊1, 𝖊2 se encuentra que las coordenadas x1, x2 con respecto a la primera base están relacionadas con las componentes x’1, x’2 respecto a la segunda base por medio de «transformaciones lineales homogéneas» inversas entre sí.


  
    (2) x1 = a11x’1 + a12x2’, x2 = a21x’1 + a22x’2;


    (2’) x’1 = a’11x1 + a’12x2, x’2 = a’21x1 + a’22x2.

  


  Las coordenadas x varían con el vector 𝖗, pero los coeficientes son
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  constantes. Es fácil ver en qué circunstancias una transformación como la (2) posee una inversa. Esto ocurre si y sólo si el módulo a11a22 − a12a21 es diferente de cero.


  Hasta ahora no hemos usado más conceptos que los introducidos antes, es decir, 1) suma de vectores a 𝖆 + 𝖇; 2) multiplicación de un vector a por un número λ; 3) la operación por medio de la cual dos puntos A, B determinan el vector AB→. Con los conceptos deducidos lógicamente a partir de los anteriores, construimos la geometría afín. En la geometría afín, una base como la 𝖊1, 𝖊2, es tan buena como cualquier otra. La noción de longitud |𝖗| de un vector 𝖗 trasciende la geometría afín y es la base de la geometría métrica. El cuadrado de la longitud de un vector arbitrario 𝖗 es una forma cuadrática


  (3) g11x12 + 2g12x1x2 + g22x22


  de sus coordenadas x1, x2 con coeficientes constantes g11, g12, g22. Éste es el contenido esencial del teorema de Pitágoras. La métrica determinada por (3) es definida positiva, es decir, su valor es positivo cualesquiera que sean los valores de las variables x1, x2 excepto para x1 + x2 = 0. Existen sistemas especiales de coordenadas, llamados cartesianos, en los que esta forma adquiere la expresión sencilla x12 + x22; estos sistemas constan de dos vectores 𝖊1, 𝖊2 perpendiculares y de igual longitud 1. En geometría métrica, todos los sistemas cartesianos son igualmente válidos. El paso de uno a otro viene realizado por una transformación ortogonal, es decir, por una transformación lineal homogénea (2), (2’), que deje invariante la forma x12 + x22 o sea, x12 + x22 = x'12 + x'22.


  Con una ligera modificación, una transformación de este tipo puede también interpretarse como la expresión algebraica de una rotación. Si por medio de un giro alrededor del origen O, la base cartesiana 𝖊1, 𝖊2 pasa a la base cartesiana 𝖊’1, 𝖊’2, entonces el vector 𝖗 = x1𝖊1 + x2𝖊2 pasa al 𝖗’ = x1𝖊’1 + x2𝖊’2, y si escribimos éste como x’1𝖊1 + x’2𝖊2, usando la base original (𝖊1, 𝖊2) como sistema de referencia en todas partes, vemos que el vector de coordenadas x1, x2 va al que tiene coordenadas x’1, x’2,


  x1𝖊’1 + x2𝖊’2 = x’1𝖊1 + x’2𝖊2,


  y por tanto


  (4)x’1 = a11x1 + a12x2, x’2 = a21x1 + a22x2,


  [son las fórmulas (2) con los pares (x1, x2), (x’1, x’2) intercambiados].


  Si cambiamos los vectores por puntos, las transformaciones lineales homogéneas dan lugar a otras no homogéneas. Sean (x1, x2), (x’1, x’2) las coordenadas del mismo punto arbitrario X en dos sistemas de referencia (O; 𝖊1, 𝖊2), (O’; 𝖊’1, 𝖊’2). Tenemos


  OX→ = x1𝖊1 + x2𝖊2, OX→ = x’1𝖊’1 + x’2𝖊’2,


  y como OX→ = OO’→ + O’X→;


  (5)xi = ai1x’1 + ai2x’2 + bi,(i = 1, 2),


  siendo OO’→ = b1𝖊1 + b2𝖊2. Las transformaciones no homogéneas difieren de las homogéneas en los términos adicionales bi La aplicación


  (6) x’i = ai1x1 + ai2x2 + bi, (i = 1, 2),


  que envía el punto (x1, x2) al punto (x’1, x’2), es la expresión algebraica de una congruencia, ya que la parte homogénea de la transformación


  (4)x’i = ai1x1 + ai2x2, (i = 1, 2)


  que da la correspondiente aplicación de los vectores, es ortogonal. (En las fórmulas (4) las coordenadas se refieren al mismo sistema.) En estas circunstancias, decimos también que las transformaciones no homogéneas son ortogonales. En particular, una traslación de vector (b1, b2) se expresa por medio de la transformación


  x’1 = x1 + b1, x’2 = x2 + b2.


  Volvemos ahora a la tabla de Leonardo de grupos de rotaciones del plano,


  [image: image]


  La expresión algebraica de las operaciones de los grupos Cn no depende de la elección de la base vectorial cartesiana. No ocurre lo mismo en los grupos Dn; en éstos, normalizaremos las expresiones algebraicas tomando como primer vector básico 𝖊1 uno que esté sobre un eje de reflexión. Un grupo de rotaciones se expresa en términos de un sistema coordenado cartesiano por medio de un grupo de transformaciones ortogonales. Sus expresiones en dos sistemas coordenados obtenidos uno de otro por una transformación ortogonal se llaman ortogonalmente equivalentes. Lo que estableció Leonardo puede enunciarse ahora algebraicamente de esta manera: formó una lista de grupos de transformaciones ortogonales tal que, 1) dos grupos de esta lista no son ortogonalmente equivalentes; 2) cualquier grupo finito de transformaciones ortogonales es ortogonalmente equivalente a un grupo de la lista. Decimos brevemente: estableció una lista completa de grupos finitos de transformaciones ortogonales no ortogonalmente equivalentes. Parece una forma innecesariamente complicada de expresar una situación sencilla, pero sus ventajas pronto resultarán evidentes.


  La simetría de ornamentos tiene relación con grupos discontinuos de aplicaciones congruentes del plano. Si un grupo de estos Δ tuviese traslaciones, sería absurdo postular su finitud, pues la repetición de una traslación 𝖆 (distinta de la identidad 𝖔) daría lugar a la infinidad de traslaciones n𝖆 (n = 0, ±1, ±2, …). Sustituiremos, por tanto, finitud por discontinuidad, lo cual exigiría que no haya en el grupo operaciones arbitrariamente cercanas a la identidad, salvo la identidad misma. En otras palabras, existe un número positivo e, tal que toda transformación (6) del grupo para la cual los números
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  están entre −ε y +ε, es la identidad (y en este caso todos estos números son cero). Las traslaciones contenidas en nuestro grupo forman un grupo discontinuo Λ de traslaciones. Este grupo sólo puede ser de dos formas: o bien contiene solamente la identidad, el vector nulo 𝖔, o bien todas las traslaciones del grupo son iteraciones x 𝖊 de una traslación básica 𝖊 ≠ 𝖔 (x = 0, ±1, ±2, …); o bien estas traslaciones forman una red bidimensional y en este caso están formadas por las combinaciones lineales x1𝖊1 + x2𝖊2 de dos vectores linealmente independientes 𝖊1, 𝖊2 con coeficientes enteros. Este último caso, que es el que nos interesa, es el de una configuración doblemente infinita. Los vectores 𝖊1, 𝖊2 forman lo que llamaremos una base de la red. Elijamos un punto O como origen; los puntos transformados de O por las traslaciones del grupo forman una red de puntos en forma de paralelogramos (Fig. 58).


  [image: Figura 58]FIG. 58.


  Podemos preguntarnos en seguida en qué medida es arbitraria la elección de la base de la red. Si 𝖊'1, 𝖊’2 es otra base de la red, tendremos


  (1)𝖊'1 = a11𝖊1 + a21𝖊2, 𝖊'2 = a12𝖊1 + a22𝖊2


  donde los aij son enteros. Pero los coeficientes de la transformación inversa también deben ser enteros, ya que de lo contrario los vectores 𝖊'1, 𝖊'2 no constituirían una base de la red. Para las coordenadas obtenemos dos transformaciones lineales inversas (2), (2’) con coeficientes enteros


  
    
      [image: Ecuacion 4]
    

  


  Los matemáticos llaman unimodular a una transformación con coeficientes enteros que tengan una inversa del mismo tipo; se ve fácilmente que una transformación lineal con coeficientes enteros es unimodular si y sólo si su módulo a11a22 − a12a21 es igual a +1 o −1.


  Para determinar todos los posibles grupos discontinuos de congruencias procederemos como sigue. Elegimos un punto O como origen y representamos las traslaciones de nuestro grupo Δ por la red L de puntos imágenes de O. Toda operación del grupo puede considerarse como una rotación alrededor de O seguida de una traslación. La primera, la rotación alrededor de O, debe llevar la red sobre sí misma. Además, estas rotaciones forman un grupo discontinuo y por tanto finito Γ = {Δ}. En la terminología de los cristalógrafos, éste es el grupo que determina la clase de simetría del ornamento, Γ tiene que ser uno de los grupos de la tabla de Leonardo (7)


  Cn, Dn (n = 1, 2, 3, …),


  pero tal que deje invariante la red. Esta relación entre el grupo de rotaciones Γ y la red L impone ciertas restricciones a ambos.


  Quedan excluidos como posibles grupos Γ los que no tengan n = 1, 2, 3, 4, 6. Obsérvese que n − 5 figura entre los valores excluidos. Dado que la red permite la rotación de 180 °, la menor rotación que la deje invariante debe ser una parte alícuota de 180 °, es decir, de la forma


  360 ° dividido por 2, 4, 6, 8, …


  Tenemos que demostrar que tienen que excluirse los números a partir del 8. Consideremos el caso n = 8 y sea A el punto de la red O más próximo a O (Fig. 59). Todo el octógono A = A1, A2, A3, … formado a partir de A girando el plano alrededor de O una y otra vez con ángulos 1/8 parte del círculo, está formado por puntos de la red. Puesto que OA→1 OA→2son vectores de la red, también lo es su diferencia A1A2→ e igualmente el punto B determinado por OB→ = A1A2→ . Pero esto conduce a una contradicción, ya que B está más cerca de O que A = A1; el lado A1A2 del octógono regular es menor que el radio OA1 Para el grupo Γ nos quedan, pues, estas 10 posibilidades:


  (9) C1, C2, C3, C4, C6; D1, D2, D3, D4, D6.


  Es fácil ver que para cada uno de estos grupos existen realmente redes invariantes.


  [image: Figura 59]FIG. 59.


  Cualquier red es invariante por C1 y C2, pues toda red queda fija al realizar la identidad o una rotación de 180 °. Consideramos ahora D1 que consta de la identidad y de una reflexión en un eje l que pasa por O. Hay dos tipos de redes invariantes por este grupo, la rectangular y la rómbica (Fig. 60). La red rectangular se obtiene dividiendo el plano en rectángulos iguales por medio de líneas paralelas y perpendiculares a l. Los vértices de los rectángulos son los puntos de la red. Una base natural de la red está formada por los lados 𝖊1, 𝖊2 que salen de O en el rectángulo fundamental cuyo vértice inferior izquierdo es O. La red rómbica está formada por rombos iguales, obtenidos al dividir el plano por medio de las líneas diagonales de la red rectangular. Los dos lados del rombo fundamental que tiene por vértice O pueden servir como base de la red. Los puntos de la red son los vértices ⚪ y los centros ⚫ de los rectángulos. (Thomas Browne llamó quincuncial a una disposición de árboles en forma rómbica, pensando en el «quincun»  [image: image]  como figura elemental, aunque de hecho la red no tiene nada que ver con el número 5.) La forma y el tamaño del rectángulo fundamental son arbitrarios.


  [image: Figura 60]FIG. 60.


  Después de haber encontrado los 10 posibles grupos T de rotaciones y las redes Γ invariantes por cada uno de ellos, tenemos que poner en relación un Γ con una L correspondiente para obtener el grupo completo de congruencias. Una investigación más profunda ha demostrado que mientras hay 10 posibilidades para Γ, existen 17 posibilidades para el grupo completo de congruencias Δ. Hay por lo tanto 17 posibles clases de simetría esencialmente distintas en un ornamento tridimensional. Se encuentran ejemplos de los 17 grupos de simetría entre los motivos de decoración de los monumentos de la Antigüedad, y en particular entre los ornamentos egipcios. Difícilmente se puede sobreestimar la profundidad de imaginación geométrica que reflejan tales ornamentos, ya que su construcción no es en absoluto trivial matemáticamente hablando. El arte de la ornamentación contiene implícitamente la parte más antigua de matemáticas superiores que conocemos. Los medios conceptuales para una formulación abstracta completa del problema subyacente, es decir, la noción matemática de grupo de transformaciones, no se estableció hasta el siglo XIX; y sólo por medio de esta base se puede demostrar que las 17 simetrías que ya conocían los artesanos egipcios agotan todas las posibilidades. Es bastante sorprendente que la demostración no se llevara a cabo hasta 1924 por George Pólya, hoy profesor en Stanford[2]. Los árabes dieron muchas vueltas alrededor del número 5, pero nunca fueron capaces de insertar honestamente una simetría central de orden 5 en sus dibujos ornamentales. Sin embargo intentaron algunas falsas soluciones de compromiso. Podemos decir que ellos probaron experimentalmente la imposibilidad de introducir un pentágono en un ornamento.


  Ya pusimos en claro lo que intentamos señalar cuando dijimos que no existen otros grupos de rotaciones asociados a una red que los 10 de la tabla (9), pero necesita una explicación nuestra afirmación de que sólo existen 17 grupos ornamentales distintos. Por ejemplo, si Γ = C1, entonces el grupo Δ está formado solamente por las traslaciones; cualquier tipo de red es compatible con este grupo, y el paralelogramo fundamental generado por dos vectores básicos es de cualquier forma y tamaño, pudiendo elegirla entre una variedad infinita de posibilidades. Para llegar a dar el número 17 tenemos que contarlas todas como un solo grupo, pero ¿con qué derecho? Para explicarlo, necesitamos la geometría analítica. Si miramos el plano a la luz de la geometría afín, veremos que posee dos estructuras: 1.º) la estructura métrica por la que todo vector 𝖗 tiene una longitud, cuyo cuadrado se expresa en términos de las coordenadas por medio de una forma cuadrática definida positiva (3), que es la forma métrica básica; 2.º) una estructura reticular debida al hecho de que el ornamento dota al plano de una red vectorial. El procedimiento usual consiste en considerar primero la estructura métrica e introducir sistemas de coordenadas cartesianas en los cuales la métrica básica tenga la expresión normalizada x12 + x22, mientras que en la representación algebraica de la variedad continua de redes invariantes queda todavía un elemento variable. Pero en lugar de adaptar las coordenadas a la métrica admitiendo sólo sistemas rectangulares, podíamos haber tomado primero la estructura de la red de puntos y adaptar las coordenadas a la red eligiendo 𝖊1, 𝖊2 como base, de manera que los puntos tendrían una expresión única y determinada en términos de las coordenadas. Los vectores reticulares son en este caso los de coordenadas enteras. En general no podemos hacer las dos cosas al mismo tiempo; no puede obtenerse un sistema de coordenadas en el que la métrica sea x12 + x22 y los vectores reticulares sean los de coordenadas enteras. Seguiremos el segundo procedimiento, que resulta más ventajoso desde el punto de vista matemático.


  Como ejemplo consideremos una vez más D1. Si la red invariante es rectangular y se elige la base de la forma natural descrita antes, entonces D1 está formada por la identidad y la operación


  x’1 = x1,x’2 = + x2.


  La métrica básica puede ser cualquier forma positiva del tipo especial a1x12 + a2x22. Si la red invariante es rómbica y los lados del rombo se toman como base, entonces Di contiene la identidad y la transformación


  x’1 = x2, x’2 = x1.


  La forma métrica básica puede ser cualquier forma positiva del tipo especial ax1 x12 + ax2 x22. En lugar de D1 obtenemos dos grupos D1a, D1b de transformaciones lineales con coeficientes enteros, que aunque son ortogonalmente equivalentes, no lo son unimodularmente; uno está formado por las transformaciones de matrices
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  y el otro por
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  Dos grupos de transformaciones lineales homogéneas se llaman unimodularmente equivalentes si ambos representan el mismo grupo de operaciones en distintos sistemas de referencia reticulares; es decir, si se transforman uno en otro por una transformación unimodular de coordenadas. En el sistema de coordenadas las operaciones de Γ aparecen como lineales homogéneas (4) con coeficientes enteros aij cada transformación debe llevar la red sobre sí misma y si x1, x2 toman valores enteros, x’1, x’2 deben tomar también valores enteros. La arbitrariedad de elección de la base puede expresarse diciendo que grupos de transformaciones lineales unimodularmente equivalentes son el mismo grupo. Además de tener coeficientes enteros, los elementos de Γ han de dejar invariante una cierta forma cuadrática definida positiva (3). Pero esto no es una restricción adicional; puede demostrarse que cualquier grupo finito de transformaciones lineales con coeficientes reales admite formas cuadráticas definidas positivas invariantes por el grupo[3]. ¿Cuántos grupos diferentes (es decir, unimodularmente no equivalentes) de transformaciones lineales con coeficientes enteros existen? ¿Quizás diez, los que señala la tabla (9)? No; hay más, ya que hemos visto que D1 se descompone en dos clases no equivalente D1a, D1b. Lo mismo les ocurre a D2 y D1, con el resultado final de que hay 13 grupos finitos de operaciones lineales con coeficientes enteros no unimodularmente equivalentes. Desde el punto de vista matemático este resultado es más interesante que la tabla (9) de grupos de rotaciones con redes invariantes.


  En un último paso tenemos que introducir las partes traslacionales de las operaciones, y obtenemos 17 grupos discontinuos de transformaciones lineales no homogéneas unimodularmente no equivalentes, y que contienen todas las traslaciones


  x’1 = x1 + b1, x’2 = x2 + b2


  con b1, b2 enteros, y ninguna otra traslación. Este último paso ofrece poca dificultad, y es mejor basar las observaciones que quedan por hacer en los 13 grupos finitos F que resultan al simplificar las partes traslacionales.


  Hasta ahora solamente hemos tenido en cuenta la estructura reticular del plano. Naturalmente la métrica del plano no puede ignorarse siempre, y es aquí donde entra en juego el aspecto continuo del problema. Para cada uno de los 13 grupos Γ existen formas cuadráticas positivas invariantes


  G(x) = g11x12 + 2g12x1x2 + g22x22.


  La forma G viene caracterizada por sus coeficientes (g11, g12, g22), pero no está unívocamente determinada por el grupo Γ; por ejemplo G(x) puede sustituirse por cualquier múltiplo c · G(x) de factor constante real positivo c. Todas las formas cuadráticas positivas G(x) invariantes por el grupo Γ forman un «cono» continuo convexo de naturaleza sencilla y de dimensión 1, 2 o 3. Por ejemplo, en los casos D1a, D1b tenemos las variedades bidimensionales de todas las formas positivas de los tipos a1x12 + a2x22 y a(x12 + x22) + 2bx1x2, respectivamente. La forma métrica básica siempre está en la variedad de formas invariantes.


  [image: Figura 61]FIG. 61.


  En la descripción completa de los grupos ornamentales Δ hemos sede las que pueden moverse parado claramente las características discretas en una variedad continua. La característica discreta se pone de manifiesto al representar el grupo en términos de coordenadas adaptadas a la red y exige que el grupo sea uno entre los 17 determinados. A cada uno de ellos corresponde un continuo de posibilidades para la forma métrica básica G(x), continuo del que se tiene que elegir la forma métrica básica real. La ventaja que resulta de adaptar el sistema coordenado a la red en lugar de a la métrica, resulta patente en el hecho de que el elemento variable G(x) se mueve sobre una variedad continua convexa simple, mientras que en coordenadas adaptadas a la métrica, la red L, que es entonces el elemento variable se mueve sobre un continuo que puede estar formado por varias partes, como en el caso de D1. La ventaja es máxima si se pasa del grupo homogéneo Γ = {Δ} al grupo ornamental total Δ. La separación entre discreto y continuo me parece que es fundamental en cualquier estudio de morfología, y la morfología de ornamentos y cristales establece un modelo por la línea bien delimitada de esta distinción.


  FIG. 62.[image: Figura 62]


  Después de todas estas generalidades matemáticas algo abstractas, vamos a mostrar algunas figuras de ornamentos de superficie con repetición doblemente infinita de un motivo fundamental. Los encontramos en papeles de paredes, alfombras, suelos embaldosados, parqués, telas de vestir, impresos, etc. Una vez abiertos los ojos, nos sorprenderemos de las numerosas figuras simétricas que nos rodean en nuestra vida cotidiana. Los grandes maestros del arte geométrico del ornamento fueron los árabes. La riqueza de los ornamentos de estuco que decoran las paredes de edificios de origen árabe, como la Alhambra de Granada, es simplemente abrumadora.


  [image: Figura 63]FIG. 63.


  A efectos de la descripción es conveniente conocer el comportamiento de una congruencia en dos dimensiones. Un movimiento propio puede ser una traslación o una rotación alrededor de O. Si en el grupo de simetría hay una rotación, entonces todas las rotaciones de centro O que contiene son múltiplos de un giro de ángulo 360 °/n, y O se llama polo de multiplicidad n o simplemente n-polo. Sabemos que solamente son posibles los valores n = 2, 3, 4, 6. Un movimiento impropio es, o una reflexión en una recta l, o esta misma reflexión combinada con una traslación 𝖆 a lo largo de l. Si en el grupo hay un movimiento de este tipo, entonces l se llama eje o eje de deslizamiento, según el caso. Si ocurre lo segundo, la repetición de la congruencia da una traslación de vector 2 𝖆; el vector 𝖆 debe ser, pues, la mitad de un vector traslación del grupo.


  FIG. 62.[image: Figura 62]


  La primera figura (Fig. 61) es un dibujo de la red hexagonal cuya discusión inició esta conferencia. Tiene una simetría muy rica. Posee polos de multiplicidades 2, 3 y 6 indicados en el diagrama por puntos, pequeños triángulos y pequeños hexágonos, respectivamente. Los vectores que unen dos polos de orden 6 son los vectores de la red. Las líneas de la figura son los ejes. Hay también ejes de deslizamiento que no se han dibujado; pasan por los centros de los triángulos y son paralelos a los ejes. Los posibles grupos de simetría con red hexagonal son cinco en total y se obtienen intercalando las figuras 6 o 6’; 3’, 3a, 3b en cada uno de los 6-polos. Las figuras 6 y 6’ conservan la multiplicidad 6 de los polos, pero 6’ destruye los ejes de simetría. Los dibujos 3’, 3a, 3b reducen la multiplicidad de los polos a 3; 3’ destruye los ejes de simetría, en 3a los ejes pasan por todos los polos de orden 3 y en 3b solamente por aquellos que anteriormente eran de orden 6 (que son un tercio del total). Los grupos homogéneos son D6, C6, C3, D3a, y D3b, siendo D3a, D3b las dos formas unimodularmente no equivalentes de D3.


  [image: Figura 63]FIG. 63.


  Mostramos ahora algunos ornamentos de origen árabe, egipcio o chino. Esta ventana de una mezquita de El Cairo del siglo XIV (Fig. 62) es de clase hexagonal D6. La figura elemental es un nudo en forma de trébol, entrelazado con los demás con gran maestría. Cruzan todo el dibujo líneas casi ininterrumpidas que, a partir de la horizontal forman ángulos de 0 °, 120 ° y 240 °. Las líneas medias de las anteriores son ejes de deslizamiento y se ven fácilmente las líneas que son ejes de reflexión. Tales ejes no existen en este ornamento de azulejos (Fig. 63) que decora el fondo de la alcoba de la Sala de Camas de la Alhambra de Granada. El grupo es 3’ o 6’ según se tengan o no en cuenta los colores. Una de las más finas estratagemas del arte ornamental consiste en reducir el grupo Δ de simetrías a uno de sus subgrupos (con simetría inferior) coloreando las figuras. La figura 64, que es una configuración muy conocida en las baldosas de los pavimentos, muestra una simetría de clase cuadrada D4; tiene como curiosidad el no poseer ejes de simetría ordinaria, y solamente ejes de deslizamiento que pasan por los polos de orden 4 (uno de los cuales está marcado). Del mismo tipo de simetría es el ornamento egipcio que viene a continuación (Fig. 65) y los dos ornamentos árabes (Fig. 66). Un trabajo monumental sobre este tema es la Grammar of Ornaments de Owen Jones, de la que hemos tomado estas ilustraciones. De carácter más especial es la Grammar of Chinese lattice de Daniel Sheets Dye que trata de las celosías que usan los chinos para el soporte de las ventanas de papel. Reproducimos dos dibujos característicos (Figs. 67 y 68) de este volumen, uno de tipo hexagonal y otro de tipo D4.
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  [image: Figura 66]FIG. 66.
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  [image: Figura 68]FIG. 68.


  Me gustaría poder analizar estos ornamentos con detalle. Pero para tal investigación sería requisito previo una descripción algebraica completa de los 17 grupos ornamentales. Lo que perseguía con esta conferencia era más una clarificación de los principios matemáticos generales que están en la base de la morfología de los ornamentos (y cristales) que un análisis de los ornamentos concretos a la luz de la teoría de grupos. La brevedad del tiempo me ha impedido hacer justicia a ambas partes, la abstracta y la concreta. He tratado de explicar las ideas matemáticas básicas y he mostrado algunas figuras: he indicado el puente de unión entre ambas, pero no puedo acompañar al lector paso a paso.


  Cristales.
La idea matemática general
de simetría


  


  
    
  


  Cristales.
La idea matemática general
de simetría


  En la conferencia anterior traté el problema de confeccionar, en dimensión dos, una lista completa de lo siguiente: 1.º) todos los grupos finitos de transformaciones ortogonales homogéneas no ortogonalmente equivalentes; 2.º) todos los grupos anteriores que dejan invariante una red de puntos; 3.º) todos los grupos finitos de transformaciones homogéneas con coeficientes enteros no unimodularmente equivalentes; 4.º) todos los grupos discontinuos de transformaciones lineales no homogéneas que contienen las traslaciones con coeficientes enteros y no otras traslaciones y son unimodularmente no equivalentes.


  La lista de Leonardo dio la respuesta al problema l.º


  Cn, Dn (n = 1, 2, 3, …),


  y el 2.º se resolvió limitando el índice n a los valores n = 1, 2, 3, 4, 6. Los números h1, h2, h3, h4 de grupos de cada una de las listas han resultado ser


  ∞, 10, 13, 17


  respectivamente. El problema más importante es sin duda alguna el 3.º. Hubiésemos podido plantear las mismas cuestiones en la recta unidimensional. La respuesta habría sido muy sencilla, pues hubiéramos encontrado que los cuatro números h1, h2, h3, h4 son iguales a 2. Naturalmente, en cada uno de los casos l.º, 2.º y 3.º los grupos están formados, o bien por la identidad sola x’ = x, o bien por la identidad y la reflexión x’ = − x.


  Pero lo que ahora nos interesa no es bajar de dimensión 2 a 1, sino subirla de 2 a 3. Al final de la segunda conferencia se dieron todos los grupos de rotaciones en tres dimensiones; son éstos:


   


  Lista A:


  
    Cn, Cn, C2nCn (n = 1, 2, 3, …),


     


    D’n, D’n, D’2nD’n,  D’nCn (n = 1, 2, 3, …),


     


    T, W, P; T, W,  P; WT.

  


  Si exigimos que las operaciones del grupo dejen invariante una red, solamente pueden aparecer ejes de rotación de multiplicidad 2, 3, 4, 6. Con esta restricción la tabla se reduce a la siguiente


   


  Lista B:


  
    C1, C2, C3, C4, C6; C1, C2, C3, C4, C6;


     


    D’1, D’2, D’3, D’4, D’6;D’1, D’2, D’3, D’4, D’6;


     


    C2C1, C4C2, C6C3;


     


    D’4D’2, D’6D’3;


     


    D’2C2, D’3C3, D’4C4, D’6C6;


     


    T, W, T, W,  WT.

  


  Contiene 32 miembros. Se ve fácilmente que cada uno de estos 32 grupos deja invariante cierta red. En dimensión tres, los números h1 h2, h3, h4 toman los valores


  ∞, 32, 70, 230


  El problema puede plantearse algebraicamente en cualquier número m of variables, x1, x2,…, xm en lugar de 2 o 3. Se han demostrado los correspondientes teoremas de finitud. Los métodos utilizados son de gran interés matemático. La combinación «métrica + red de puntos» está en la base de la teoría aritmética de formas cuadráticas, la cual, una vez inaugurada por Gauss, jugó un papel central en teoría de números durante todo el siglo XIX. Dirichlet, Hermite y más recientemente Minkowski y Siegel han contribuido a esta línea de investigación. El estudio de la simetría ornamental en dimensión m se basa en los resultados conseguidos por estos autores y en la teoría algebraica y aritmética de las llamadas álgebras o sistemas de números hipercomplejos. La última generación de algebristas —y en los Estados Unidos L. Dickson principalmente— han dedicado mucho esfuerzo para aclarar este tema.


  Decoramos superficies con ornamentos planos; el arte nunca se ha dedicado a los ornamentos que llenan el espacio. Pero los encontramos en la naturaleza. La disposición de átomos en un cristal sigue una configuración de este tipo. Las formas geométricas de los cristales con sus superficies planas son un fenómeno intrigante de la naturaleza. Sin embargo, la simetría física real de un cristal no se muestra tanto por su apariencia externa cuanto por la estructura física interna de la sustancia cristalina. Supongamos que esta sustancia llena todo el espacio. Su simetría macroscópica encuentra su expresión en un grupo Γ de rotaciones. Solamente son físicamente indistinguibles las orientaciones del cristal en el espacio que se obtienen por movimientos del grupo Γ. Por ejemplo, la luz, que se propaga en un medio cristalino con velocidades distintas según la orientación, se propagará exactamente a la misma velocidad en dos direcciones equivalentes por el grupo Γ. Y esto vale también para todas las demás propiedades físicas.


  En un medio isótropo el grupo r está formado por todas las rotaciones, pero en un cristal consta sólo de un número finito de movimientos, y en ciertos casos únicamente contiene la identidad. En las primeras etapas de la historia de la cristalografía, se deducía la ley de los índices racionales a partir de la disposición de las caras planas de los cristales. Esta ley llevó a la hipótesis de la estructura atómica reticular de los cristales. Dicha hipótesis, que explica la ley de los índices racionales, ha sido definitivamente confirmada en la actualidad por las figuras de interferencia de Laue, que en esencia son fotografías de los cristales por medio de rayos X.


  Con más precisión, la hipótesis establece que el grupo discontinuo Δ de congruencias que dejan invariante la disposición de átomos del cristal, contiene un número máximo de 3 traslaciones linealmente independientes; esta hipótesis puede reducirse a exigencias mucho más simples. Los átomos que se transforman uno en otro por operaciones de Δ se pueden llamar equivalentes. Los átomos equivalentes forman un conjunto regular de puntos, en el sentido de que queda estable por todas las operaciones de Δ, y que para cada dos puntos del conjunto existe una operación del grupo que pasa de uno a otro. Al hablar de la configuración de los átomos, me refiero a sus posiciones de equilibrio; de hecho los átomos oscilan alrededor de estas posiciones. Quizás deberíamos seguir la indicación de la mecánica cuántica y sustituir la posición exacta de los átomos por su densidad media de distribución: esta función de densidad en el espacio es invariante por las operaciones de Δ. El grupo Γ = {Δ} de las partes rotacionales de las congruencias que figuran en Δ, deja invariante la red L obtenida a partir del origen 0 por las traslaciones de Δ. Las 32 posibilidades resultantes para r que se enumeraron en la lista B corresponden a las 32 clases de simetría de los cristales. Para el grupo Δ tenemos 230 posibilidades distintas, como dijimos antes[1]. Mientras que Γ = {Δ} describe la simetría macroscópica espacial aparente y la simetría física, Δ describe la simetría microscópica atómica oculta detrás de aquélla. Probablemente, todos los lectores conocen la clave donde reside el éxito de las fotografías de cristales de von Laue. La imagen de un objeto obtenida con luz de una cierta longitud de onda solamente resulta nítida en los detalles de dimensión considerablemente mayor que la longitud de onda, mientras que los detalles de tamaño menor desaparecen. Sucede que la longitud de onda de la luz ordinaria es cerca de mil veces mayor que las distancias atómicas. Sin embargo, los rayos X son rayos de luz cuya longitud de onda es de orden conveniente (10−8 cm). De esta manera, von Laue mató dos pájaros de un tiro: confirmó la estructura reticular de los cristales y probó lo que no era más que una hipótesis en la época de su descubrimiento (1912), es decir, que los rayos X son luz de corta longitud de onda. Con todo, los retratos de la configuración atómica que muestran sus diagramas no tienen un parecido fotográfico en sentido literal. Al observar una rendija cuya amplitud sea de unas cuantas longitudes de onda, se obtiene una imagen un poco deformada debido a las franjas de interferencia. De la misma manera, los diagramas de von Laue son figuras de interferencia de la red atómica. A pesar de esto, a partir de estas fotografías es posible calcular la verdadera disposición de los átomos, con una escala que se determina a partir de la longitud de onda de los rayos X que sirven de iluminación. Muestro dos diagramas de Laue (Fig. 69 y 70), ambos de blenda y sacados del artículo original de Laue (1912); las fotografías están tomadas de tal manera que ponen de manifiesto ejes de órdenes 4 y 3 respectivamente. Mientras que en la conferencia oral pude mostrar varios modelos tridimensionales ampliados de la verdadera configuración atómica, en este texto impreso será suficiente la fotografía de uno de los modelos (Fig. 71). Representa una pequeña parte de un cristal de anatasa de constitución química Ti 02; las bolas blancas son los átomos de Ti y las oscuras los de O.


  FIG. 69.[image: Figura 69]


  FIG. 70.[image: Figura 70]


  A pesar de la distorsión que desfigura las fotografías de rayos X, la simetría del cristal queda fielmente reproducida. Estamos ante un caso especial del siguiente principio general: si ciertas condiciones que producen unívocamente un resultado tienen alguna simetría, el resultado exhibe la misma simetría. Arquímedes concluyó a priori que pesos iguales se equilibran en platillos de una balanza de brazos iguales. En este caso, toda la configuración es simétrica respecto del plano medio y por tanto es imposible que un platillo suba mientras el otro baja. Por la misma razón podemos estar seguros de que al lanzar dados que sean cubos perfectos, cada cara tiene la misma probabilidad, 1/6. A veces, la simetría nos permite hacer predicciones a priori, mientras que los casos más generales, como por ejemplo la ley de equilibrio de las balanzas con brazos de distinta longitud, solamente se pueden establecer por la experiencia o por principios físicos que en última instancia están basados en la experiencia. Que yo sepa, todas las afirmaciones a priori que se hacen en física tienen su origen en la simetría.


  A esta observación epistemológica sobre la simetría quiero añadir una segunda. Las leyes morfológicas de los cristales se conocen hoy en términos de dinámica atómica: si átomos iguales ejercen entre sí fuerzas que permiten un estado de equilibrio en el conjunto, entonces los átomos en equilibrio se dispondrán necesariamente según un sistema regular de puntos. Bajo condiciones externas dadas, la naturaleza de los átomos que componen el cristal determina su disposición métrica, disposición para la que el estudio puramente morfológico resumido en 230 grupos de simetría Δ deja libre un continuo de posibilidades. La dinámica de la red cristalina es también responsable del comportamiento físico del cristal, en particular de la forma de crecimiento, y esto a su vez determina la peculiar forma que adquiere bajo la influencia de los factores ambientales. No nos sorprendamos, pues, de que los cristales que se encuentran en la naturaleza muestren los distintos tipos de simetría en tal abundancia de formas diferentes como las que maravillaron a Hans Castorp en La montaña mágica. Las características visibles de los objetos físicos son habitualmente el resultado de la constitución y del ambiente. Que el agua, cuya molécula tiene una constitución química definida, sea sólida, líquida o gaseosa, depende solamente de la temperatura. La temperatura es el factor ambiental kat’ exochen. Los ejemplos de la cristalografía, la química y la genética hacen sospechar que esta dualidad, que los biólogos describen como la del genotipo y fenotipo, o de naturaleza y ambiente, esté ligada de alguna manera con la distinción entre discreto y continuo; y hemos visto cómo esta separación entre discreto y continuo puede llevarse a cabo en los rasgos característicos de los cristales en forma absolutamente adecuada. Pero no quiero negar que el problema general necesita una clarificación epistemológica posterior.


  FIG. 71.[image: Figura 71]


  Ya es hora de que cierre esta discusión de simetrías geométricas que aparecen en los ornamentos y los cristales. El fin principal de esta última conferencia es mostrar cómo opera el principio de simetría en cuestiones fundamentales de física y matemáticas, y sacar a la luz de éstas y de las aplicaciones previas, la afirmación final y general del principio mismo.


  La relación de la teoría de la relatividad con la simetría se explicó brevemente en la primera conferencia: antes de estudiar las formas geométricas en el espacio bajo el aspecto de la simetría, se debe estudiar, bajo análogo aspecto, la estructura del espacio mismo. El espacio vacío tiene un alto grado de simetría: cualquier punto es igual a cualquier otro, y en un punto no hay diferencia intrínseca entre las direcciones que salen de él. Ya dije que Leibniz dio a la noción geométrica de semejanza este giro filosófico: semejantes, dijo, son dos cosas que son indiscernibles cuando cada una se considera en sí misma. Así, dos cuadrados en el mismo plano pueden mostrar muchas diferencias cuando se mira la relación de cada uno con el otro; por ejemplo, los lados de uno pueden formar un ángulo de 34 ° con los lados del otro. Pero si cada uno de ellos se toma en sí mismo, cualquier afirmación objetiva hecha sobre uno, se verificará en el otro; en este sentido son indiscernibles y por tanto semejantes. Los requisitos que debe cumplir una afirmación objetiva se verán claros con el significado de la palabra vertical. Contrariamente a Epicuro, en la actualidad no consideramos como objetiva una afirmación que acerca de una línea recta diga que es vertical, porque encontramos en ella una abreviación del aserto más completo de que la recta tenga la dirección de la gravedad en cierto punto P. El campo gravitatorio entra en la proposición como.un factor contingente, y además entra en un punto señalado P, que indicamos con el dedo en un acto demostrativo, y que viene expresado en las palabras yo, aquí, ahora, este. La creencia de Epicuro se viene abajo tan pronto como nos damos cuenta de que la dirección de la gravedad es diferente aquí, el lugar donde vivimos, del lugar donde vive Stalin, y que además puede cambiarse por una redistribución de la materia.


  Esperamos que estas breves observaciones puedan suplir un análisis más minucioso sobre la objetividad. En concreto, en lo que respecta a la geometría, hemos seguido a Helmholz al adaptar como relación objetiva básica la noción de congruencia. Al principio de la segunda conferencia hablé del grupo de transformaciones congruentes, que es un subgrupo del grupo de las semejanzas. Antes de seguir, queremos aclarar algo más la relación entre estos dos grupos, pues nos aparece la inquietante cuestión de la relatividad de la longitud.


  En la geometría ordinaria, la longitud es relativa: un edificio y una maqueta a pequeña escala son semejantes: las dilataciones se incluyen entre los automorfismos. Pero la física ha revelado que la constitución del átomo determina un patrón absoluto de longitud (más que el átomo, las partículas elementales, y en particular en el electrón con su carga y masa). Este patrón de longitud atómico es manejable en las medidas prácticas por medio de las longitudes de onda de las líneas espectrales de la luz emitida por los átomos. El patrón absoluto obtenido así de la naturaleza misma, es mucho mejor que el patrón convencional de la barra de metro de platino-iridio guardada en las cámaras del Comité International des Poids et Mesures de París. Creo que la situación real tiene que describirse como sigue. Con relación a un sistema completo de referencia, pueden fijarse por medio de números, no solamente los puntos del espacio, sino también las cantidades físicas. Dos sistemas de referencia son igualmente admisibles si en ambos todas las leyes geométricas universales y las leyes físicas de la naturaleza tienen la misma expresión algebraica. La transformación que relaciona dos sistemas de referencia igualmente admisibles forma el grupo de los automorfismos físicos; las leyes de la naturaleza son invariantes con respecto a las transformaciones de este grupo. Es un hecho que una transformación de este grupo está determinada unívocamente por su actuación sobre las coordenadas de los puntos del espacio. Podemos, pues, hablar de automorfismos físicos del espacio. El grupo no incluye las dilataciones, pues las leyes atómicas fijan una longitud absoluta, pero contienen las reflexiones, ya que ninguna ley de la naturaleza indica una diferencia intrínseca entre derecha e izquierda. Por tanto, el grupo de automorfismos físicos es el grupo de todas las congruencias propias e impropias. Si llamamos congruentes a dos configuraciones del espacio que se transforman entre sí por medio de este grupo, entonces dos cuerpos que sean uno imagen especular del otro son congruentes. Creo que es necesario sustituir la definición de congruencia dependiente del movimiento rígido de los cuerpos por la que damos aquí; y esto por razones parecidas a las que inducen al físico a sustituir la definición de temperatura que da un termómetro ordinario por la definición termodinámica. Una vez que se ha establecido el grupo de automorfismos físicos (= congruencias), podemos definir la geometría como la ciencia que trata de la relación de congruencia de las figuras espaciales, y entonces los automorfismos geométricos serán aquellas transformaciones del espacio que llevan figuras congruentes a figuras congruentes. Y no debemos sorprendernos, como se sorprendió Kant, si este grupo de automorfismos geométricos es más amplio que el de automorfismos físicos que contenga las dilataciones.


  Todas estas consideraciones fallan en un punto: ignoran que los fenómenos físicos tienen lugar no solamente en el espacio, sino en el espacio y en el tiempo; el mundo se extiende en un continuo tetradimensional y no en uno tridimensional. La simetría, relatividad y homogeneidad de este medio de cuatro dimensiones fue descrita por primera vez con corrección por Einstein. Nos preguntamos si tiene algún significado objetivo la afirmación de que dos sucesos ocurren en el mismo lugar. Estamos inclinados a responder que sí; pero si lo hacemos así, está claro que entendemos la posición como la posición relativa a la Tierra en la que transcurre nuestra vida. ¿Cómo podemos estar seguros de que la Tierra está en reposo? Incluso los niños aprenden hoy en las escuelas que la Tierra gira y se mueve a través del espacio. Newton escribió su tratado Philosophiae naturalis principia mathematica para responder a esta cuestión, para deducir, según dijo él mismo, el movimiento absoluto de los cuerpos a partir de sus diferencias, los movimientos observables relativos, y de las fuerzas que actúan sobre los cuerpos. Pero aunque él creía firmemente en el espacio absoluto, es decir, en la objetividad de la afirmación de que dos sucesos ocurren en el mismo lugar, no fue capaz de distinguir objetivamente el reposo de un punto material de todos los otros posibles movimientos, sino que distinguió sólo entre movimientos en una línea recta con velocidad uniforme, y todos los demás movimientos. Podemos formular de nuevo la pregunta de si tiene significado objetivo la afirmación de que dos sucesos ocurren al mismo tiempo (pero en diferentes lugares, por ejemplo, aquí y en Sirio). Hasta Einstein, la gente decía que sí. La base de esta respuesta es el hábito de la gente de considerar que un suceso ocurre en el momento en que es observado. Pero el fundamento de esta creencia se derrumbó hace tiempo con el descubrimiento de Olaf Roemer de que la luz no se propaga instantáneamente sino con cierta velocidad finita. Así se cayó en la cuenta de que en el continuo tetradimensional solamente tiene un significado directamente verificable la coincidencia de dos puntos «aquí-ahora» o su inmediata vecindad. Pero todavía es dudoso si la estructura del mundo queda descrita por estratificación del continuo de cuatro dimensiones en capas de simultaneidad de tres dimensiones y una fibración con fibras unidimensionales formadas por los puntos en reposo en el espacio. Lo que hizo Einstein fue esto: recogió sin prejuicios toda la evidencia física que tenía sobre la estructura real del continuo espaciotemporal de cuatro dimensiones y dedujo el verdadero grupo de automorfismos. A este grupo se le llama grupo de Lorentz, en honor del físico holandés H. A. Lorentz, que como si fuese el Juan Bautista de Einstein, preparó el camino para la predicación de la relatividad. Según este grupo de transformaciones, no hay ni niveles invariantes de simultaneidad ni fibras de estado de reposo. El cono de luz, lugar geométrico de todos los puntos del universo en los que se recibe una señal luminosa emitida desde un punto de universo definido 0, «aquí-ahora», divide al mundo en futuro y pasado, es decir, en la parte del mundo en la que podemos influir por lo que hacemos en 0 y en la parte en la que no podemos influir. Esto significa que ningún efecto viaja más rápido que la luz y que el mundo posee una estructura causal objetiva que viene descrita por estos conos de luz que salen de cada punto del universo 0. No es éste el lugar de explicitar las transformaciones de Lorentz ni de esbozar la forma en que la teoría especial de la relatividad con su estructura causal e inercial ha dado lugar a la relatividad general en la que estas estructuras se hacen más flexibles debido a su interacción con la materia[2]. Solamente queremos poner de manifiesto que la relatividad trata de la simetría inherente al continuo cuatridimensional del espacio-tiempo.


  Vimos que objetividad significaba invariancia respecto a un grupo de automorfismos. La realidad puede no siempre dar una respuesta clara a la cuestión de cuál es el verdadero grupo de automorfismos, y para ciertas investigaciones puede ser útil cambiarlo por un grupo más amplio. Por ejemplo, en la geometría plana, puede suceder que solamente estemos interesados en las relaciones invariantes por proyección central o paralela; éste es el origen de la geometría proyectiva afín. El matemático deberá estar preparado para tales eventualidades proponiéndose el problema general de cómo hallar los invariantes de un grupo de transformaciones dado (relaciones invariantes, cantidades invariantes, etc.), y resolviéndolo en los grupos especiales más importantes, tanto si estos grupos se conocen como grupos de automorfismos de ciertos campos sugeridos por la naturaleza, como si no se conocen como tales. Esto es lo que Felix Klein llamó «una geometría» en sentido abstracto. Una geometría, dijo Klein, viene definida por un grupo de transformaciones, y estudia todo lo que es invariante por las transformaciones de este grupo. Hablamos de simetría con respecto a un subgrupo γ del grupo total. Los subgrupos finitos requieren una atención especial. Una figura, es decir, un conjunto de puntos cualquiera tiene la clase de simetría definida por el subgrupo y si se transforma en sí misma por las operaciones de γ.


  Los dos grandes sucesos de la física del siglo XX son el nacimiento de la relatividad y la mecánica cuántica. ¿Existe también alguna conexión entre la mecánica cuántica y la simetría? Naturalmente. La simetría juega un gran papel en la ordenación de los espectros atómicos y moleculares, para cuya comprensión es clave fundamental la mecánica cuántica. Antes de que la física cuántica se apuntara su primer éxito se había recogido una enorme cantidad de material empírico respecto a las líneas espectrales, sus longitudes de onda y la regularidad de su disposición; el éxito consistió en deducir la llamada serie de Balmer del espectro del átomo de hidrógeno y en demostrar que la constante característica que aparece en esta serie está relacionada con la carga y la masa del electrón y con la famosa constante de acción h de Planck. Desde entonces la interpretación de los espectros ha acompañado el desarrollo de la física cuántica; y los nuevos aspectos decisivos —el spin electrónico y el extraño principio de exclusión de Pauli — fueron descubiertos de esta forma. Sucedió que una vez puestos estos fundamentos, la simetría ayudó a determinar el carácter general de los espectros.


  Aproximadamente, un átomo es una nube de electrones, digamos n, que se mueven alrededor de un núcleo fijo en 0. Digo aproximadamente, ya que la hipótesis de que el núcleo está fijo no es exactamente cierta y todavía está menos justificada que la suposición de que el Sol es el centro de nuestro sistema planetario, pues la masa del Sol es 300.000 mayor que la de un solo planeta como la Tierra, mientras que el protón, núcleo del átomo de hidrógeno, es menos de 2.000 veces más pesado que el electrón. Aun así, es una buena aproximación. Distinguimos los n electrones asignándoles los números 1, 2, 3, …, n; intervienen en las leyes que gobiernan su movimiento por medio de sus posiciones P1, P2,…, Pn con respecto a un sistema coordenado cartesiano con origen en 0. La simetría imperante es doble. En primer lugar, debemos tener invariancia respecto a la transición de un sistema coordenado cartesiano a otro; esta simetría proviene de la simetría rotacional del espacio y viene expresada por el grupo de rotaciones geométricas alrededor de 0. En segundo lugar, todos los electrones son iguales; la distinción por medio de etiquetas 1, 2,…, n no es esencial sino nominal: dos constelaciones de electrones que se obtengan a partir de una permutación arbitraria de sus elementos son indiscernibles. Una permutación no es más que una reordenación de las etiquetas; en realidad es una aplicación biyectiva del conjunto (1, 2, …, n) en sí mismo, o si se quiere, del conjunto de puntos (Px…, Pn) en sí mismo. Por ejemplo, en el caso de n = 5 electrones, las leyes no pueden quedar afectadas si los puntos P1, P2, P3, P4, P5 se cambian por P3, P5, P2, P1, P4 (permutación → 3, 2 → 5, 3 → 2, 4 → 1, 5 → 4). Las permutaciones forman un grupo de orden n! = 1 · 2 ·…· n, y esta segunda clase de simetría viene expresada por este grupo de permutaciones. La mecánica cuántica representa el estado de un sistema físico por un vector de un espacio de muchas dimensiones, en rigor de infinitas. Dos estados obtenidos uno de otro por una rotación virtual del sistema de electrones o por una permutación de los mismos, están relacionados por la transformación lineal asociada a la rotación o a la permutación. Por esta razón juega un gran papel en la teoría cuántica la parte más profunda y más sistemática de la teoría de grupos, es decir, las representaciones de grupos por medio de transformaciones lineales. Tengo que abstenerme de dar un informe más detallado sobre esta difícil materia. Pero una vez más la simetría ha demostrado ser la pista hacia un campo de gran variedad e importancia.


  Del arte, de la biología, de la cristalografía y física, vuelvo finalmente a las matemáticas, que debo incluir aquí, ya que los conceptos esenciales, en especial el de grupo, se desarrollaron primero en sus aplicaciones matemáticas, como por ejemplo en la teoría de ecuaciones algebraicas. Un algebrista es un hombre que maneja números, pero las únicas operaciones que puede realizar son las cuatro +, —, ×, ÷. Los números obtenidos a partir del 0 y del 1 con estas operaciones son los números racionales. El cuerpo F de estos números es cerrado respecto a estas cuatro operaciones, es decir, suma, diferencia y producto de números racionales son números racionales, y también lo es el cociente si el divisor es diferente de cero. El algebrista no hubiese tenido ninguna razón para salir fuera del dominio F si las exigencias de la geometría y de la física no hubieran forzado a los matemáticos a meterse en el tremendo asunto del análisis de la continuidad y a sumergir los números racionales en el continuo de todos los números reales. Esta necesidad apareció por primera vez cuando los griegos descubrieron que la diagonal y el lado del cuadrado son inconmensurables. Poco después Eudoxo formuló los principios generales en los que se basa la construcción de un sistema de números reales adecuado a todo tipo de medidas. Más tarde, durante el Renacimiento, el problema de resolver ecuaciones algebraicas llevó a la introducción de los números complejos a + bi con componentes reales (a, b). El misterio que primeramente cubría estos números y su unidad imaginaria i = √−1 se disolvió completamente cuando se observó que no eran más que pares de números reales (a, b) en los que se define una suma y una multiplicación que conservan las leyes familiares de la aritmética. Esto puede hacerse de tal manera que cualquier número real a se identifique con el número complejo (a, 0) y que el cuadrado i·i = i2 de i = (0, 1) sea –1, o más explícitamente (–1, 0). La ecuación x2 + 1 = 0 que no es resoluble por ningún número real x, resulta resoluble con estos números. Al principio del siglo XIX se demostró que la introducción de los números complejos permitía resolver, no tan sólo esta ecuación, sino todas las ecuaciones algebraicas: la ecuación de incógnita x


  (1) f(x) = xn + a1xn − 1 + a2xn − 2 + … + an − 1x + an = 0


  cualquiera que sea su grado n y sus coeficientes aν, tiene n soluciones o «raíces» θ1, θ2,…, θn, de manera que el polinomio f(x) se descompone en n factores


  f(x) = (x − θ1)(x − θ2) … (x − θn).


  En esta fórmula x es una variable o indeterminada y la ecuación debe interpretarse en el sentido de que los polinomios de ambos miembros tienen 'los mismos coeficientes.


  Las relaciones que el algebrista puede construir entre dos números indeterminados x, y con las operaciones de suma y producto pueden ponerse siempre en la forma R(x, y) = 0, donde la función R(x, y) de dos variables x, y es un polinomio, es decir, una suma finita de monomios del tipo


  aμ,νxμxν (μ, ν = 0, 1, 2, …)


  con coeficientes racionales aμ,ν. Estas relaciones son las «relaciones objetivas» accesibles al algebrista. Dados dos números complejos α, β se preguntará qué polinomios de coeficientes racionales R(x, y) existen con la condición de anularse al sustituir α en la indeterminada x y β en la indeterminada y. Podemos pasar de dos a cualquier número de números complejos θ1,…,θn. El algebrista se preguntará por los automorfismos de este conjunto Σ de números, es decir, por las permutaciones de θ1, θ2,…,θn, que no destruyen ninguna de las relaciones algebraicas R(θ1, θ2,…,θn) = 0 que existen entre ellos. Aquí, R(x1,…, xn) es un polinomio cualquiera en n variable x1… xn con coeficientes racionales, que se anula al sustituir x1,…, xn por θ1,…, θn. Los automorfismos forman un grupo que se llama grupo de Galois, nombre que proviene del matemático francés Evariste Galois (1811-1832). Como muestra esta descripción, la teoría de Galois no es más que la teoría de la relatividad del conjunto Σ, conjunto que por su carácter discreto y finito es conceptualmente mucho más sencillo que el conjunto infinito de puntos del espacio o el espacio-tiempo que estudia la teoría ordinaria de la relatividad. Permanecemos completamente dentro de los confines del álgebra al suponer en particular que los elementos θ1, θ2,…, θn del conjunto Σ son las n raíces de una ecuación algebraica (1), f(x) = 0, de grado n y con coeficientes racionales aν. Se habla entonces del grupo de Galois de la ecuación f(x) = 0. Puede ser bastante difícil determinar el grupo, necesitándose para ello un estudio de todos los polinomios R(x1,…, xn) que satisfacen ciertas relaciones. Pero una vez descubierta, la estructura de este grupo permite manejar una serie de procesos naturales con los que resolver la ecuación. Las ideas de Galois —olvidadas durante varias décadas, recuperadas más tarde y que ejercen desde entonces una influencia cada vez más profunda en el desarrollo global de las matemáticas— están contenidas en una carta de despedida a un amigo suyo escrita en la víspera de su muerte (que encontró en un estúpido duelo a la edad de 21 años). Si se juzga en función de la profundidad y de la novedad de las ideas que contiene, esta carta es quizás el escrito más sustancial de toda la literatura de la humanidad. Doy dos ejemplos de la teoría de Galois.


  El primero de ellos está tomado de la época antigua. La relación √2 entre diagonal y lado de un cuadrado, está determinada por la ecuación cuadrática con coeficientes racionales


  (2) x2 − 2 = 0.


  Sus dos raíces son θ1 = √2 y θ2 = −θ1 = −√2,


  x2 − 2 = (x − √2)(x + √2).


  Tal como dije hace un momento, son irracionales. La profunda impresión que este descubrimiento, que se atribuye a la escuela de Pitágoras, hizo a los pensadores de la Antigüedad queda puesta en evidencia en bastantes pasajes de los diálogos de Platón. Fue este hallazgo lo que forzó a los griegos a expresar la doctrina general de cantidades en términos geométricos en lugar de algebraicos. Sea R(x1, x2) un polinomio en x1, x2 con coeficientes racionales, que se anula (es decir, que toma el valor cero) para x1 = θ1, x2 = θ2. La cuestión que nos preguntamos es si R(θ1, θ2) es también cero. Si podemos demostrar que la respuesta es afirmativa para todo R, entonces la transposición


  (3) θ1 → θ2, θ2 → θ1


  es un automorfismo así como también la identidad. La demostración es de la manera siguiente. El polinomio R(x, − x) en una indeterminada x se anula para x = 0. Dividido por x2 − 2


  R(x, −x) = (x2 − 2) · Q(x) + (ax + b)


  da un resto ax + b de grado 1 con coeficientes racionales a, b. Sustituyamos x por θ1: la ecuación resultante aθ1 + b = 0 contradice el carácter irracional de θ1 = √2, a menos que a = b = 0. Por tanto


  R(x, −x) = (x2 − 2) · Q(x),


  y en consecuencia R(θ2, θ1) = R(θ2, −θ2) = 0. Así pues, el hecho de que el grupo de automorfismos contenga, además de la identidad, la transposición (3) es equivalente a la irracionalidad de √2.


  El otro ejemplo es la construcción del polígono regular de 17 lados con regla y compás, que Gauss encontró cuando era un muchacho de diecinueve años. Hasta entonces había dudado entre la filología clásica y las matemáticas; este éxito fue determinante en su decisión final a favor de las matemáticas. En un plano representamos un número complejo cualquiera z − x + iy por el punto de coordenadas cartesianas reales (x, y). La ecuación algebraica


  zp − 1 = 0


  tiene p raíces en los vértices de un polígono regular de p lados. El punto z = 1 es uno de los vértices; y como


  zp − 1 = (z − 1) · (zp − 1 + zp − 2 + … + z + 1),


  los demás son las raíces de la ecuación


  (4) zp − 1 + zp − 2 + … + z + 1 = 0.


  Si suponemos que p es un número primo, las p− 1 raíces son algebraicamente indescirnibles y el grupo de automorfismos es un grupo cíclico de orden p— 1. Describiremos la situación en el caso p = 17. El diagrama de 17 puntos de la izquierda (Fig. 72) muestra la situación de los vértices, y el diagrama de la derecha muestra las 16 raíces de (4) en una disposición circular misteriosa: el giro de este diagrama, es decir, la iteración de la rotación de 1/16 de vuelta da los 16 automorfismos en forma de permutación de las 16 raíces. Ese grupo C16 posee evidentemente un subgrupo C8 de índice 2; se obtiene girando el diagrama 1/8, 2/8, etc. Repitiendo este proceso de pasar por alto puntos alternos, encontramos una cadena de subgrupos


  C16 ⊃ C8 ⊃ C4 ⊃ C2 ⊃ C1


  (⊃ significa «contiene») que empieza con todo el grupo C16 y termina con el grupo C1, formado por la identidad. En esta cadena todo el grupo está contenido en el precedente como subgrupo de índice 2. Debido a esta circunstancia, podemos determinar las raíces de la ecuación (4) por medio de una cadena de 4 ecuaciones consecutivas de grado 2. Las ecuaciones de grado 2 se resuelven con extracción de raíces cuadradas (hecho conocido ya por los sumerios). La solución del problema requiere, además de las operaciones racionales de adición, sustracción, multiplicación y división, cuatro extracciones sucesivas de raíces cuadradas. Sin embargo, las cuatro operaciones y la extracción de raíces cuadradas son exactamente las operaciones algebraicas que pueden realizarse geométricamente con regla y compás. Ésta es la razón por la cual el triángulo, el pentágono y el polígono de 17 lados (p = 3, 4 y 17) pueden construirse con regla y compás; en cada uno de estos casos el grupo de automorfismos es un grupo cíclico cuyo orden p − 1 es una potencia de 2,


  3 = 21 + 1, 5 = 22 + 1, 17 = 24 + 1.


  Es curioso observar que, mientras que la simetría geométrica del polígono de 17 lados viene dada por un grupo cíclico de orden 17, la geometría algebraica (oculta) que determina su constructibilidad viene dada por uno de orden 16. El heptágono regular no es constructible ni tampoco lo son los polígonos regulares de 11 y 13 lados.


  FIG. 72.[image: Figura 72]


  Según el análisis de Gauss, solamente es constructible con regla y compás un polígono regular de p lados con p un número primo y tal que p − 1 es una potencia de 2, p − 1 = 2n. Sin embargo, p = 2n + 1 no puede ser un número primo a menos que el exponente n sea una potencia de 2. Supongamos que 2ν es la mayor potencia de 2 por la que n es divisible, n = 2ν · m, con m número impar. Pongamos 22ν = a y tendremos 2n + 1 = am + 1. Pero si m es impar, am + 1 es divisible por a + 1,


  am + 1 = (a + 1) · (am − 1 − am − 2 + … − a + 1),


  y por tanto es un número compuesto con el factor a + 1, a menos que sea m = 1. Deducimos que el próximo número de la forma 2n + 1 después del 3, 5 y 17 que tiene posibilidades de ser primo es el 257 = 28 + 1.


  Como que es efectivamente un número primo, el polígono regular de 257 lados es constructible con regla y compás.


  La teoría de Galois puede presentarse en forma ligeramente distinta, tal como voy a mostrar con la ecuación (2). Consideremos todos los números de la forma α = a + b √2 con componentes racionales a, b; los llamaremos números del cuerpo {√2}. A causa de la irracionalidad de √2, uno de estos números es cero solamente si a = 0, b = 0. En consecuencia las componentes racionales a, b están unívocamente determinadas por a, ya que a + b √2 = a1 + b1 √2 da


  
    (a − a1) + (b − b1) √2 = 0;


    a − a1 = 0; b − b1 = 0

  


  o bien a = a1, b = b1, ya que a, b y a1, b1 son racionales. Es obvio que por suma, diferencia y multiplicación de dos números de este cuerpo se obtienen números de este mismo cuerpo. La operación de división también es interna; en efecto, α = a + b √2 un número del cuerpo distinto de 0 y α’ = a − b √2 su «conjugado». Dado que 2 no es cuadrado de ningún número racional, la llamada norma de α, αα’ = a2 − 2b2 es distinta de 0, y obtenemos recíproco 1/α de α como el siguiente número del cuerpo:


  1/α = α’/αα’ = a − b √2/a2 − 2b2.


  El cuerpo {√2} es por tanto cerrado respecto a las operaciones de adición, sustracción, multiplicación y división, con la excepción sobreentendida de la división por cero. Podemos preguntarnos ahora cuáles son los automorfismos de este cuerpo. Un automorfismo será una correspondencia biyectiva de los números del cuerpo α → α*, α + β and α ·  β se transformen en α* + β* y α* · β* respectivamente, cualesquiera que sean α, β en el cuerpo. Se deduce en seguida que un automorfismo transforma cada número racional en él mismo y √2 en un número θ que satisface la ecuación θ2 – 2 = 0, es decir, en √2 o en –√2. Hay pues sólo dos posibles automorfismos, uno que transforma todo número α del cuerpo en sí mismo {√2}, y otro que transforma todo número α = a + b √2 en su conjugado α’ = a − b √2. Es evidente que esta segunda operación es un automorfismo, y con ella quedan determinados todos los automorfismos del cuerpo {√2}.


  Un cuerpo es quizás la estructura algebraica más sencilla que podemos inventar. Sus elementos son números. Las operaciones de adición y sustracción son las características de su estructura. Estas operaciones satisfacen ciertos axiomas, y entre ellos están los que garantizan una única inversión de la adición, llamada sustracción, y una única inversión de la multiplicación, llamada división (en este caso para los elementos distintos de cero). El espacio es otro ejemplo de entidad dotada de estructura. En este caso los elementos son puntos, y la estructura se establece en términos de ciertas relaciones básicas entre puntos como por ejemplo: A, B, C están en una línea recta, AB es congruente a CD, y parecidas. Lo que hemos aprendido de toda nuestra discusión y que es el principio director de la matemática moderna es esto: Siempre que tengamos que manejar una entidad dotada de estructura Σ, debemos tratar de determinar su grupo de automorfismos, o grupo de las transformaciones de elementos que dejan invariantes todas las relaciones estructurales. Si lo hacemos así, podemos esperar una visión profunda de la constitución de Σ. Después de esto tenemos que comenzar a estudiar las configuraciones simétricas de elementos, es decir, las configuraciones que son invariantes por cierto subgrupo del grupo de todos los automorfismos; y antes de estudiar tales configuraciones puede ser aconsejable estudiar los mismos subgrupos, es decir, el subgrupo de los automorfismos que dejan un elemento fijo, o dos elementos fijos, etc., e investigar cuántos subgrupos discontinuos o finitos existen, etc.


  En el estudio de un grupo de trasformaciones es conveniente acentuar su mera estructura abstracta. Esto se lleva a efecto dando nombres arbitrarios a sus elementos y expresando en términos de estos nombres el resultado u = st de la operación de dos elementos s, t. Si el grupo es finito se puede tabular la composición de sus elementos. El esquema del grupo abstracto así obtenido es a su vez una entidad estructural, con su estructura representada por la ley o tabla de composición de sus elementos st = u. Aquí nuestra discusión empieza a morderse la cola, y posiblemente esto nos indique que debemos terminar. Con respecto a un grupo abstracto dado, podemos preguntarnos cuál es el grupo de sus automorfismos, cuáles son las aplicaciones biyectivas s → s’ del grupo en sí mismo que transforman st en s’t’, mientras los elementos arbitrarios s, t se transforman en s’, t’.


  La simetría es un tema amplio y trascendental en el arte y en la naturaleza. La matemática yace en su misma raíz, y sería difícil encontrar una materia más apta para demostrar el funcionamiento del intelecto matemático. Espero no haber fallado del todo al dar una indicación de sus múltiples ramificaciones y al acompañar al lector desde los conceptos intuitivos hasta las ideas abstractas.


  Apéndices


  Apéndice 1


  DETERMINACIÓN DE TODOS LOS GRUPOS FINITOS DE ROTACIONES PROPIAS EN EL ESPACIO DE TRES DIMENSIONES (cf. p. 74)


  Una de las más sencillas demostraciones del carácter completo de la lista (5) de la Conferencia II está basada en el hecho establecido por primera vez por Leonhard Euler en el siglo XVIII de que toda rotación propia del espacio tridimensional que no sea la identidad I es una rotación alrededor de un eje, es decir, deja fijos no solamente el origen O sino todos los puntos de una cierta recta que pasa por O, el eje de rotación l. Es suficiente considerar la esfera bidimensional Σ de radio unidad con centro en O en lugar de todo el espacio de tres dimensiones; toda rotación deja Σ invariante y define una aplicación biyectiva de Σ en sí misma. Toda rotación propia ≠ I tiene dos puntos fijos en Σ; estos puntos, intersecciones del eje l con Σ, son antípodas.


  Dado un grupo finito Γ de rotaciones propias de orden 𝒩, consideremos los puntos fijos de las 𝒩 − 1 operaciones de Γ que son distintas de I. Llamamos polos a estos puntos. Cada polo p tiene una determinada multiplicidad ν (ν = 2, 3, 4…). Las operaciones S de nuestro grupo que dejen p invariante son las potencias de la rotación de 360 °/ν grados alrededor del eje y por tanto hay exactamente ν operaciones de este tipo. Forman un subgrupo cíclico Γp de orden ν. Una de estas operaciones es la identidad y por tanto el número de operaciones ≠ I que dejan p fijo es ν − 1.


  Para todo punto p de la esfera podemos considerar el conjunto finito C formado por los puntos q transformados de p por las operaciones del grupo; a estos puntos los llamaremos equivalentes a p. Por ser L un punto p es equivalente a sí mismo; si p es equivalente a q, entonces q es equivalente a p; si q1 y q2 son equivalentes a p, entonces son equivalentes entre sí. Hablaremos del conjunto C como de una clase de equivalencia de puntos; cualquier punto de la clase puede servir para determinarla, ya que la clase contiene puntos equivalentes entre sí y no otros puntos. Mientras que los puntos de la esfera son indiscernibles por el grupo de todas las rotaciones propias, los puntos de una clase siguen siendo indiscernibles al limitar las rotaciones al subgrupo Γ.


  ¿Cuántos puntos tiene la clase Cp de puntos equivalentes a p? La respuesta que primero se nos ocurre, la de que la clase tiene N puntos, es correcta siempre que 𝒩 sea la única operación del grupo que deje p fijo. En este caso dos operaciones distintas S1 S2 de Γ llevarán p a dos puntos diferentes q1 = pS1, q2 = pS2 ya que su coincidencia q1 = q2 implicaría que la operación S1S2−1 dejara p invariante y esto conduciría a S1S2−1 = I, S1 = S2. Pero supongamos ahora que p es un polo de multiplicidad ν de manera que hay ν operaciones del grupo que dejan p invariante. En este caso digo que el número de puntos q de la clase Cp es igual a N/ν.


  Demostración: Dado que los puntos de cada clase son indiscernibles inclusive en el grupo Γ, todos deben ser de la misma multiplicidad ν. Primero demostremos esto explícitamente. Si la operación L de Γ transforma p en q, entonces L−1SL dejará invariante q si S hace lo mismo con p. Viceversa, si T es cualquier operación de Γ que transforme q en sí mismo, entonces S = LTL−1 transformará p en p y por tanto T será de la forma L−1SL con S un elemento del grupo Γ. Así pues, si S1 = I, S2,…, Sν son los ν elementos que dejan p fijo, entonces


  T1 = L−1S1L, T2 = L−1S2L, … , Tν = L−1SνL


  son las ν operaciones diferentes que dejan q fijo. Además, las operaciones distintas S1L,…, SνL transforman p en q. Al revés, si U es una operación de Γ que envía p a q, entonces UL−1 envía p a p y es una de las ν operaciones S1,…, Sν. Sean ahora q1,…, qn, n puntos diferentes de la clase C − Cp, y sea Li una de las operaciones de Γ que transforman p en q; (i = 1, 2… n). Las n · ν operaciones de la tabla
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  son dos a dos diferentes. Naturalmente, cada línea está formada por operaciones diferentes. Y todas las operaciones de una línea, por ejemplo la segunda, tienen que ser diferentes de las de la línea quinta, ya que las primeras transforman p en q2 y las segundas p en q5 que es distinto de q2. Además, toda operación del grupo Γ está contenida en la tabla, ya que cada una de ellas tiene que transformar p en uno de los puntos q1,…, qn, por ejemplo en el qi, y debe estar por tanto en la i-ésima fila.


  Esto prueba la relación 𝒩 = n ν y también el hecho de que la multiplicidad ν es un divisor de 𝒩. Usaremos la notación ν = νp para indicar la multiplicidad de un polo p; sabemos que esta multiplicidad es la misma para todos los polos de una clase dada C y puede denotarse de manera precisa por νC. La multiplicidad νC y el número nC de polos de C están relacionadas por nC · νC = 𝒩.


  Después de todas estas preparaciones, consideremos todos los pares (S, p) formados por una operación S ≠ I del grupo Γ y un punto p fijo por S, o lo que es lo mismo, por un polo p y una operación S ≠ I, que deje p fijo. Esta doble descripción indica que hay dos maneras de contar estos pares. Por un lado hay 𝒩 − 1 operaciones S en el grupo distintas de I, cada una de ellas con dos puntos antípodas fijos; el número de pares es pues 2(𝒩 − 1). Por otro lado, para cada polo p hay νp − 1 operaciones ≠ I que dejen p fijo y por tanto el número de pares es la suma
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  extendida sobre todos los polos p. Podemos agrupar los polos en las clases C y obtenemos la siguiente ecuación básica:
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  con la suma de la derecha extendida a todas las clases de polos C. Teniendo en cuenta la ecuación nC · νC = 𝒩 y dividiendo por 𝒩 se obtiene la relación
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  Todo lo que sigue a continuación es la discusión de esta igualdad.


  El caso más trivial es aquel en que el grupo Γ está formado sólo por la identidad; entonces 𝒩 = 1 y no hay polos.


  Dejando aparte este caso trivial, podemos decir que 𝒩 es por lo menos 2 y por tanto el primer miembro de la ecuación es como mínimo 1, pero menor que 2. Lo primero hace imposible que la suma del segundo miembro tenga un solo término. Por tanto hay como mínimo dos clases C. Pero no más de tres, pues como cada νC es al menos 2, la suma de la derecha sería 2 como mínimo si hubiese 4 términos o más. Tenemos pues dos o tres clases de equivalencia de polos (casos II y III respectivamente).


   


  II. En este caso la ecuación da


  2/𝒩 = 1/ν1 + 1/ν2 o 2 = 𝒩/ν1 + 𝒩/ν2.


  Pero dos enteros positivos n1 = 𝒩/ν1, n2 = 𝒩/ν2 solamente pueden sumar 2 si cada uno de ellos vale 1:


  ν1 = ν2 = 𝒩; n1 = n2 = 1.


  Hay, pues, dos clases de polos equivalentes formadas cada una por un polo de multiplicidad 𝒩. Lo que encontramos no es más que el grupo cíclico de rotaciones alrededor de un eje vertical de multiplicidad 𝒩.


   


  III. En este caso tenemos


  1/ν1 + 1/ν2 + 1/ν3 = 1 + 2/𝒩.


  Pongamos las multiplicidades ν en orden creciente ν1 ≤ ν2 ≤ ν3. Los tres números ν1, ν2, ν3 no pueden ser a la vez mayores que 2, ya que entonces el primer miembro daría un resultado ≤ ⅓ + ⅓ + ⅓ = 1, contrariamente al valor del segundo miembro. Será pues ν1 = 2,


  1/ν2 + 1/ν3 = 1/2 + 2/𝒩.


  Los dos números ν2, ν3 no pueden ser ≥ 4, pues entonces la suma de la izquierda sería ≤ ½. Por tanto ν2 = 2 o 3.


   


  Primer caso III1: ν1 = ν2 = 2,


  𝒩 = 2ν3.


  Segundo caso III2: ν1 = 2, ν3 = 3;


  1/ν3 = 1/6 + 2/𝒩.


  En el caso III1, pongamos ν3 = n. Tenemos dos clases de polos de multiplicidad 2, cada una de ellas con n polos, y una clase formada por dos polos de multiplicidad n. Se ve fácilmente que estas condiciones las cumple el grupo diedral D’n y solamente este grupo.


  En la segunda alternativa III2, y a la vista de ν3 ≥ ν2 = 3, se nos presentan las siguientes tres posibilidades:


  ν3 = 3, 𝒩 = 12; ν3 = 4, 𝒩 = 24; ν3 = 5, 𝒩 = 60,


  que designaremos por T, W, P, respectivamente.


   


  T: Hay dos clases de polos de orden 3 con cuatro polos cada una. Es evidente que los polos de una clase forman un tetraedro regular y los de la otra clase son sus antípodas. Obtenemos por tanto el grupo del tetraedro. Los seis polos de orden 2 equivalentes son las proyecciones desde 0 sobre la esfera de los centros de las aristas.


  W: Hay una clase de seis polos de orden 4 formando los vértices de un octaedro regular; tenemos el grupo octaedral. Hay una clase de ocho polos de orden 3 (que corresponden a los centros de los lados) y una clase de doce polos de orden 2 (que corresponden a los centros de las aristas).


  P: Una clase de 12 polos de orden 5 que tienen que ser los vértices de un icosaedro regular. Los 20 polos de orden 3 corresponden a los centros de los 20 lados y los 30 polos de orden 2 a las aristas del poliedro.


  Apéndice 2


  INCLUSIÓN DE ROTACIONES PROPIAS (cf. p. 75)


  Si el grupo finito Γ* de rotaciones del espacio de tres dimensiones contiene rotaciones impropias, sea A una de ellas, y S1… Sn… las operaciones propias de Γ*. Estas últimas forman un subgrupo Γ, y Γ* contiene una parte de rotaciones propias y otra de rotaciones impropias
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  El grupo no contiene más operaciones, pues si T es una rotación impropia de Γ* entonces A−1T será propia y por tanto será idéntica a una de las operaciones de la primera línea, por ejemplo a Si y tendremos por tanto T = ASi. En consecuencia el orden de Γ es 2n, con la mitad de las operaciones (propias) formando el grupo Γ y con la otra mitad formada por operaciones impropias.


  Distinguimos ahora dos casos según que la operación impropia Z esté o no contenida en Γ*. En el primer caso podemos tomar Z como A y obtenemos Γ = Γ.


  En el segundo caso podemos escribir la línea (2) en la forma


  (2’)ZT1,… , ZTn


  siendo las Ti, rotaciones propias. Pero en este caso todas las Ti son distintas de todas las Si. Si fuese Ti − Sk entonces el grupo contendría además del elemento ZTi, = ZSk y del elemento Sk también el producto (ZSk) Sk−1 = Z, contrariamente a la hipótesis. En estas circunstancias las operaciones
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  forman un grupo Γ’ de rotaciones propias de orden 2n en el que está contenido como subgrupo de índice 2. Se verifica fácilmente que el hecho de que las dos líneas (3) formen un grupo es equivalente a que las líneas (1) y (2’) formen un grupo (que es el grupo Γ*). Así Γ* es lo que en el texto principal se llamó Γ’Γ, y hemos demostrado que los dos métodos que mencionábamos allí son los únicos que permiten construir grupos finitos que contienen rotaciones impropias.
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  Notas


  
    Capítulo 1

  


  
    [1] Durero, Vier Bücher von menschlicher Proportion, 1528. Para ser exactos, el mismo Durero no utilizó la palabra simetría, pero la versión latina «autorizada» de su amigo Joachim Camerarius (1532) lleva el título De symmetria partium. Se atribuye a Policleto la afirmación (περὶ βελοποιῒκῶν, IV, 2) de que «el empleo de gran cantidad de números puede casi generar la corrección de la escultura». Véase también Herbert Denk, “Au sujet de l’expression συμμετρία dans Diodore” I, 98, 5-9, in Chronique d’Egypte 26 (1951), pp. 63-66. Vitruvio define: «La simetría resulta de la proporción… la proporción es la conmensurabilidad de las varias partes constituyentes con el todo». Para un intento moderno más elaborado en la misma dirección, véase George David Birkhoff, Aesthetic measure, Cambridge, Mass., Harvard University Press 1933, y las conferencias del mismo autor sobre “A mathematical theory of aesthetics and its applications to poetry and music”, Rice Institute Pamphlet, Vol. 19 (July, 1932), pp. 189-342. <<

  


  
    [2] Anna Wickham, “Envoi,” from The contemplative quarry, Harcourt, Brace and Co., 1921. <<

  


  
    [*] (N. del T.) Significado del poema:


    Oh Dios, Tú que eres la gran simetría / que pusiste en mí un deseo que me roe / del que manan todas mis penas / por todos los días perdidos / que he pasado en caminos informes / muéstrame la perfección. <<

  


  
    [3] Studium Generale, p. 276. <<

  


  
    [4] Véase G. W. Leibniz, Philosophische Schriften, ed. Gerhardt (Berlin 1875 seq.), VII, pp. 352-440, y en particular la tercera carta de Leibniz, § 5. <<

  


  
    [5] Además de su “Kritik der reinen Vernunft” véase especialmente el § 13 de los Prolegomena zu einer jeden künftigen Metaphysik…  (Prolegómenos a toda metafísica futura). <<

  


  
    [6] No ignoro el hecho de que como terminus technicus, sinistrum tenía justamente el significado contrario a propicio en el lenguaje de los augures romanos. <<

  


  
    [7] Cf. también A. Faistauer, “Links und rechts im Bilde,” Amicis, Jahrbuch der österreichischen Galerie, 1926, p. 77; Julius v. Schlosser, «Intorno alla lettura dei quadri», Critica 28, 1930, p. 72; Paul Oppé, «Right and left in Raphael’s cartoons,” Journal of the Warburg and Courtauld Institutes 7, 1944, p. 82. <<

  


  
    [8] W. Ludwig, Rechts-links-Problem im Tierreich und beim Menschen, Berlin, 1932. <<

  


  
    [9] Hoy conocemos un ejemplo que no ofrece dudas: la reacción del ácido nitro-cinamídico con el bromo bajo luz polarizada circularmente genera una sustancia ópticamente activa. <<

  


  
    [10] Julian S. Huxley y G. R. de Beer en su libro clásico Elements of embryology (Cambridge University Press, 1934) dan esta formulación (capítulo XIV, sumario, p. 438): «En los primeros estadios el huevo adquiere una organización unitaria del tipo de campos de gradiente en la que diferenciales cuantitativos de uno o más tipos se extienden por toda la sustancia del huevo en una o más direcciones. La constitución del huevo le predetermina a poder producir un campo de gradiente de un tipo particular; sin embargo, la localización de los gradientes no está predeterminada. sino que viene producida por agentes externos al huevo». <<

  


  
    Capítulo 2

  


  
    [1] Mientras que un segmento tiene sólo longitud, un vector tiene longitud y dirección. En rigor, un vector y una traslación son la misma cosa, aunque se utilizan diferentes terminologías para ambas. En lugar de hablar de la traslación 𝖆 En lugar de hablar de la traslación a que lleva el punto A a A’, hablamos del vector 𝖆 = AA’→; y en lugar de la frase: la traslación a que lleva el punto A a A’, usamos esta otra: el vector a tiene origen en A y extremo en A’. Este vector es el mismo que el de origen en B y extremo en B’ si la traslación que lleva A a A’ lleva también B a B’. <<

  


  
    [2] Esta figura y la siguiente están tomadas de Studium Generale, p. 249 y p. 241 (artículo de W. Troll, «Symmetriebetrachtung in der Biologie»). <<

  


  
    [3] El lector puede comparar lo que G. D. Birkhoff dice sobre las matemáticas de la poesía y de la música en las dos publicaciones citadas en la Conferencia I, nota 1. <<

  


  
    [4] (N. del T.) Cito la traducción de Mario Verdaguer, editada por Plaza y Janes, 34.ª ed., 1973. <<

  


  
    [5] Dürer considered his canon of the human figure more as a standard from which to deviate than as a standard toward which to strive. Vitruvius’s temperaturae seem to have the same sense, and maybe the little word “almost” in the statement ascribed to Polykleitos and mentioned in Lecture 1, note 1, points in the same direction. <<

  


  
    [6] Este fenómeno juega también su papel en las construcciones de J. Hambidge. Su Dynamic symmetry contiene en las pp. 146-157, notas detalladas del matemático R. C. Archibald sobre la espiral logarítmica, la sección áurea y las series de Fibonacci. <<

  


  
    [*] (N. del T.) En alemán Vierergruppe (de Klein). <<

  


  
    Capítulo 3

  


  
    [1] Esta disposición solamente está unívocamente determinada si se exige que los vértices formen una red de puntos. Para la definición de red, véase p. 91; para una posterior discusión del problema: D. Hilbert y S. Cohn-Vossen, Anschauliche Geometric, Berlin, 1932, pp. 40-41; and H. Minkowski, Diophantische Approximationen Leipzig, 1907, pp. 105-111. <<

  


  
    [2] Cf. su artículo «Ueber die Analogie der Kristallsymetrie in der Ebene», Zeitschr. f. Kristallographie 60, pp. 278-282. <<

  


  
    [3] Éste es un teorema fundamental debido a H. Maschke. La demostración es bastante sencilla: se toma una forma cuadrática positiva cualquiera, e. g. x12 + x22, se le aplica cada una de las transformaciones del grupo y se suman las formas así obtenidas; el resultado es una forma invariante positiva. <<

  


  
    Capítulo 4

  


  
    [1] Véase, por ejemplo, P. Niggli, Geometrische Kristallographie des Diskontinuums, Berlín, 1920. <<

  


  
    [2] Se puede leer mi reciente conferencia en la reunión de Munich de la Gesellschaft deutscher Naturforscher: “50 Jahre Relativitätstheorie,” Die Naturwissenschaften 38 (1951), pp. 73-83. <<
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